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PROLOGO

Con la experiencia obtenida en las ediciones previas, Calculo III, sale
totalmente aumentado, corregido y con una nueva diagramacion.

Calculo III, ha sido escrito como texto para un curso de tercer semestre, a
nivel universitario, cuyo contenido se adectia a los planes de estudio de las
carreras: Matematica, Fisica, Ingenieria, Quimica, Economia, etc.

Las principales caracteristicas de Calculo III son: la forma clara y sencilla
pero rigurosa de exponer la teoria y la gran cantidad de ejemplos practicos, asi
como también un gran nimero de gréaficos, los cuales permiten una mejor
comprension de los temas expuestos.

El objetivo principal de ésta obra es brindar al lector el mejor entendimiento
y comprension profunda de los temas de Calculo Diferencial e Integral de
funciones de varias variables con valor real.

El estudiante y el profesor que estd vinculado con el quehacer de la
matematica, encontrara en este libro una gran ayuda para las evaluaciones y en la
preparacion de clases respectivamente.

Calculo 1II, consta de siete capitulos; en el capitulo 1 se estudia a las
funciones vectoriales de una variable real. El capitulo 2 esta dedicado al estudio de
las funciones de varias variables con valor real, poniendo énfasis en el desarrollo
de los temas de Limites y continuidad.

En los capitulos 3 y 4 se hace el estudio de las derivadas parciales de
funciones de varias variables y sus aplicaciones en la solucién de problemas de
maximos y minimos. Se presenta también para ello el método de los
“Multiplicadores de Lagrange”. El capitulo 5 estd dedicado al estudio de la
integral doble y la integral triple de una funcién de dos y tres variables
respectivamente, junto con sus aplicaciones, que consiste en el célculo de areas,
volumenes y centros de masa. Para facilitar el calculo de éstas integrales, usamos
el Jacobiano de una transformacion.

En el capitulo 6 se estudia a las integrales de linea y de superficie, con
aplicaciones a la fisica. También se desarrolla aplicaciones del Teorema de Green
en el cual se ve una relacién importante entre la integral doble con la integral de
linea.



Finalmente el capitulo 7 estd dedicado al estudio de sucesiones y series de
nimeros reales.

En cada capitulo, se presentan ejemplos completamente desarrollados y
gjemplos en los cuales el estudiante debera efectuar a modo de ejercicio los
calculos de los pasos intermedios. También se propone una gran cantidad de
gjercicios, la mayoria de ellos con sus respectivas respuestas, para que el
estudiante verifique sus resultados.

En esta quinta edicion se ha hecho una revision meticulosa del texto y
correcciones de algunas fallas relacionadas al texto y a las graficas.

Quiero expresar mi agradecimiento a los lectores por la acogida que brindan
a esta presente obra.

Asi mismo, expreso mi profundo agradecimiento a todas aquellas personas
que directa o indirectamente contribuyeron a la realizacién de este obra, en
especial a mi sobrina Consuelo Meza Lagos, quién dedicé su valioso tiempo para
mejorar significativamente la redaccion del contenido del texto.

El autor



INDICE

CAPITULO 1: FUNCIONES VECTORIALES

1.1

Funciones Vectoriales de una variable real

Operaciones con funciones vectoriales..................oe
Limite de una funcion vectorial

Propiedades operacionales de limite de funciones vectoriales

Continuidad de una funcion vectorial
Propiedades........oooiiii i
Derivada de una funcion vectorial

Interpretacion geométrica de la derivada de una funcion vectorial
Reglas de derivacion.............coo i
Integracion de funciones vectoriales

Propiedades de la integral definida.....................ooinne
Curvas regulares

Longitud de una curvaregular. ...
Vectores unitarios: Tangente, normal, principal y binormal
Planos fundamentales generados por el triedro intrinseco
Curvatura y torsion de una curva

CUIVALUTA . ..o e e
Radio de curvatura...........c.oooiiiii
TOrSION. L.t R
Componente normal y tangencial de la aceleracion......... ;

CAPITULO 2: FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

2.1

LIMITES Y CONTINUIDAD

Funciones de varias variables

Curvasdenivel.......
Superficies de nivel ...
Conjuntos abiertos y cerrados

Limite de una funcién de varias variables

Propiedades de los limites............coooi
Regla de dos trayectorias para calcular limites...............

Continuidad de funciones de varias variables
Propiedades de continuidad.................

(U2~ TR S B VS B e SN B - R

PO DO DD e et e

O

67
71
72
80
83
85
86
92
94



CAPITULO 3: DERIVADAS PARCIALES

3.1 Derivada parcial de una funcién de varias variables
Interpretacion geométrica de las derivadas parciales de una
funcion de dos variables................
Plano tangente y recta normal a una superficie..............
Interpretacidn de las derivadas parciales como razén de cambio
Derivadas parciales de orden superior

Lt

(USRS

Derivada direccional y gradiente de una funcidn de varias variables

Derivada direccional de una funcidn de varias variables....

Interpretacion geométrica de la derivada direccional.........

Propiedades de la derivada direccional..................o.o..

3.4 Plano tangente y recta normal a una superficie

3.5 Incremento y diferencial de una funcién de varias variables
Propagacion de errores............covveviiiiiiiiinin

3.6 Regla de la cadena para una funcion de varias variables

3.7 Derivacion implicita

CAPITULO 4: APLICACIONES DE DERIVADAS PARCIALES

4.1 Maximos y minimos
Matriz Hessiana de una funcion de varias variables.........
Criterio de las segundas derivadas parciales para calcular los
EXITEMOS TelatiVOS. .. .v i
Valores maximo y minimo absolutos de una funcién de
varias variables...............oo SR
4.2 Extremos condicionados
Método de multiplicadores de Lagrange.........................

CAPITULO 5: INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

5.1 Integrales dobles
Funciones integrables..................cco
Propiedades fundamentales de la integral doble.................
Célculo de integrales dobles por medio de integrales iteradas
Cambio de orden de integracion..................... I :
5.2 Cdlculo de volimenes de solidos y dreas de regione$ planas por
integracion doble

99

102
104
107
117
122
124
124
127
140
148
153
163
173

183
187

189

197
204
205

219
220
221
224
228



Area de una region plana..............ccocoeiiiiiiiiiiei

5.3 Integrales dobles mediante coordenadas polares
Integrales iteradas en coordenadas polares......................

5.4 Jacobiano de'una funcidén de n variables
Cambio de variables para integrales dobles.....................

5.5 Aplicaciones de la integral doble. Centro de masa de una lamina
Momentos de inercia de una lamina.......... e,
Area de una superficie.........ooooviiieeiiiiee e

5.7 Integrales triples
Funciones integrables...............ooo
Calculo de integrales triples mediante integl'ales iteradas.....
Propiedades fundamentales de la integral triple.................
Volumen de un solido mediante integrales triples..............
Cambio de variables en integrales triples........................
Integrales triples en coordenadas cilindricas.....................
Integrales triples en coordenadas esféricas.......................

Centro de masa y momentos de inercia de un sélido............

CAPITULO 6: INTEGRAL DE LINEA Y DE SUPERFICIE

6.1 Integral de linea
Integral de linea de primera especie...................ooon
Propiedades de la integral de linea.....................oons
Campos vectoriales...........oooo i .
Integral de linea de segunda especie...............ococoiiiiis
Independencia de trayectoria en integrales de linea............
6.2 Aplicaciones de la integral de linea
TrabafO. . et
Teorema de Green.. ..ol e
6.4 Parametrizacién de una superfice
Parametrizacion propia para subconjuntos de R® ..............
Superficies regulares en R? ...
Plano tangente y vector normal en un punto de una superficie
regular en R ..o
6.5 Area de una superficie '
6.6 Integral de superficie
Teorema fundamental de la integral de superficie...............

235
242
243
246
248
260
264
271
279
280
281
282
286
288
289
290
300

309
309

(OS]
L) L) Lo DN e
O R~ S v

Lo W L) L) Lo Ly Lo

~
V=)

L L L W
SN W i
<O B W

(=)}
[



CAPITULO 7: SUCESIONES Y SERIES
7.1 Sucesiones
Limite de una sucesion.............oooocveiiiiiiiiiin,
Propiedades de las sucesiones.........ccooooviiiiniinn,
Prueba de la razén para convergencia de sucesiones...........
Sucesiones diVergentes..........ocvevirrieiiiiiiiiiiiiees
Sucesiones mondtonas y acotadas.............ocoeuiiieinni
7.2 Series infinitas de nimeros reales
Propiedades de series infinitas....................o
Serie GEOMEIIICA. ...\ ' vt vi vttt
Serie armonicade orden P ..o
7.3 Serie de términos positivos: Criterios de convergencia
Criterio de acotacion............oovvvnirineiiniiiiiin e,
Criterio de comparacion..........ooovvvvvirvni i,
Criterio del cociente..........ooviiiiiiiiii
Criteriode laraiz...........oocooo i
Criterio de laintegral.........coooiiiii i,
Criteriode Raabe... ..o
7.4 Series alternadas
Criterio de la razén absoluta............coooi
7.5 Series de potencias
Operaciones con series de potencias...........ooooeevveiiniann,

7.6 Secries de Taylor y Maclaurin

396
398
399
401
405
409
413
421
425



FUNCIONES VECTORIALES

1.1 FUNCIONES VECTORIALES DE UNA VARIABLE REAL

Definiciéon 1. Una funciéon f:1 ¢ R » R" cuyaregla de correspondencia es
fO© = (AW L fu(®), tET
se denomina funcion vectorial de una variable real t.

Las n funciones reales f;, (i = 1,2, ..., n) se llaman funciones componentes de la
funcion vectorial f.

El dominio de la funcién vectorial f es el conjunto
Df = D/-‘1 N sz n Dfn

donde Dy, es el dominio de la funcién componente f;,(i = 1.2,...,n)

Ejemplo 1. Halle el dominio de las siguientes funciones vectoriales:

t
a) f(t) =(t% In(t-2); V4d—1t) b) g(t)—(tiz Ny 1n(1—-t)>

Solucion
a) Si i) =t%f,(t)=In(t—=2) y f,(t) =4 —1t, entonces
Df1 =R, sz = (2; +0) y Df3 = (—; 4)
Luego,
Df = Df1 N sz n Df3 = (2 4)
1 et
£_+ 2:92(t) - '—-———-—-9— tz
Dg, = R—{=2}, Dy, =(=3;3) y Dy, = (—;1)

b) Si g,(t) = y g2(t) =In(1 —t) , entonces

" Luego,
Dy = Dg, N Dy, N Dy, = (=3:-2) U(-2;1)
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Observacién 1. Sea f(t)}=s'(f1'(t); f2(6); s f () la regla de
correspondencia de la funcién vectorial f. Si esta regla de correspondencia la
escribimos en la forma

x, = f1(t)
x, = fR(t)

é: ’ ,tel
Xn = fo(t)

Se dice que la curva ¢ es una curva parametrizada en el espacio R™ . y las
ecuaciones se llaman ecuaciones paramétricas de la curva £.

Si en las ecuaciones paramétricas de la curva ¢ se elimina el parametro ¢, de tal
manera que aparezcan ecuaciones en términos de xq, X, ..., X, , estas ecuaciones
reciben el nombre de ecuaciones cartesianas de la curva ¢.

Observacion 2. En algunas situaciones. las funciones vectoriales se utilizan
para determinar el movimiento de una particula a lo largo de uha curva €. cuya
posicion en el tiempo t es (fy(t); f,(t);...; fu(®)). Asi. si f:1 = R™ es una
Suncion vecrorial tal que f(t) = (fi(t); fo(£); ...; fu(£)) . entonces f(t) es el
vector de posicion del punto P(fy(t); f2(t); ...; fa(t)) enla curva @. En ia figura
1.1 se observa que cuando t toma valores de menor a mayor en el intervaio I. el
extremo del vector de posicion f(t) traza la trayectoria de la curva @ indicandc

sSu orientacion.

R™ A
f 4
/’_‘\’ /:_'—
== -7 40
} ¢ P >
0 t R
Fig. 1.1

[ o]



FUNCIONES VECTORIALES
Ejemplo 2. Trace la imagen de las siguientes funciones
a) f(£) = (1+t3¢t2) b) h(t) = (t;£;t3)
c) g(t) =(4cost;5sent) d) r(t) = (cost;sent;t), t=0
Solucion
a) Las ecuaciones paramétricas de la curva ¢, descrita por la funcion vectorial
fes
—_ 3
6"13{; - :;’t JtER
Al eliminar el pardmetro t en las ecuaciones paramétricas, se‘,lobtiene
y=(x—1)*3

La grafica de esta ecuacion cartesiana se muestra en la figura 1.2

Fig 12

b) Las ecuaciones paramétricas de la curva descrita por la funcion vectorial g es

x =4cost
. 1
62'{y= SSent'tER
Para eliminar el parametro t en las ecuaciones paramétricas se despeja cos ¢ y
sen t, estoes
x y
cost=-— y sent ==
4 5
Luego, al utilizar la identidad cos®t + sen’t =1 resulta la ecuacion
cartesiana

x Yy

_— 4 — =

16 25
La grafica de esta ecuacion cartesiana se muestra en la figura 1.3

2 2

i
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g
— 7 - >
——+——+—> 0 tox
07‘_7‘C3"2nR
2 2
-5

Fig. 13

¢) Las ecuaciones paramétricas de la curva descrita por la funcion vectorial g es

x=t
3y =t ,teR
z=1t2

Al eliminar el parametro t en las ecuaciones paramétricas, se obtiene que los
puntos de la curva estan situados en la interseccion de las supefficies

y=xyz=x?

La grafica de la curva se muestra en la figura 1.4

d) Las ecuaciones paramétricas de ia curva descrita por la funcion vectorial r es

X = cost
C,: {y sent,t € [0; +o0)
z=t
el parametro ¢ en las dos primeras ecuaciones. se obtiene ia

Al eliminar
ecuacion cartesiana
xt+yi=1



FUNCIONES VECTORIALES

Esta ecuacion indica que la curva se encuentra en un cilindro circular recto de
radio 1, con ¢je de simetria el eje z. Con la tercera ecuaciéon z = t se localiza
los puntcs de la curva sobre el cilindro circular recto.

La imagen de la funcién vectorial r se denomina hélice circular recto.

(Fig. 1.5)

Fig. 1.5

OPERACIONES CON FUNCIONES VECTORIALES

Definicion 2. Seanf, g: K — R™ funciones vectoriales cuyos dominios son D¢

o

D, respectivamente, y sea : R — R una funcién reai con dominio D, . Las
regias de correspondencia de las funciones f+g,7 —g.¢f y f-g son

a) (f+9)®) =f(t)+g), t €(D;nDy)=Dyoyg
b) (f —g)(t) = f(t) = g(t), t € (D; N D) =Dy g
¢) (f)(®) = ) f () = @(O)(fi(t); i o (1)), t € Dy = Dy, N Dy

B (F+ )0 = F©)+9(0) = ) filgi(®), €€ Dpg =Dy 0D,
=1

e) Sif,g:R— R® son funciones vectoriales con imagen en el espacio R .
entonces la regla de correspondencia de la funcion producto vectorial f X g
es dada por

(f x g)(®) = f(t) x g(t), t € Dpyg=DrND,

£jemplo 3. Dadas las funciones vectoriales
FO =@ty gt) = (:t4e)
Halle a) (f +9)(-1) b) (F+(1) o (F*xg)2)
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Solucién ,
a) Setiene, f(—1) = (-1;-1;1) y g(-1) = (-1;1;-1). Luego,

F+PED =fED+gD) =(-1L-11) +(-11,-1) = (=2;0;0)
b) Como f(1) =(1;1;1) y g(1) =(1;1; 1), entonces

Fegp)=fD gD =111+ (LL) =3
¢) Dado quekf(2) =(2;2;4) y g(2) = (2; 4, 8), entonces

Fxg@)=f2)xg@2)= = (0;-8;4)

N N e~y
BN Sy
Q0 D &

Ejemplo 4. Halle una funcion vectorial que represente a las siguientes curvas
a) x?+4y?=36 b)y=x?—4x+7
Solucién

a) La curva es una elipse con ecuacion canénica
2 2 2 2

Xy x y
-Z-+'9——14=)(E) +(§) =1
Hay muchas maneras de parametrizar esta curva, una de ellas es elegir
x
§=cost y %rzsent < x=2cost yvy=3sent

Luego, la funcién vectorial que representa a la curva es
f(t) = (2cost ;3sent), teR
b) Una parametrizacion natural de esta curva es elegir x = t. De donde,
y=t>—4t+7
Por tanto, la funcién vectorial que representa a la curva es
gty =(t;t*—4t+7), teR

Ejemplo 5. Halle una funcién vectorial que represente a la curva de interseccion
de las siguientes superficies.

a) x*+y?=16 y z=xy b)z=16x+9y% y y =x?
Solucion

a) Una manera natural de parametrizar la curva de interseccién de las superficies
es elegir

x =4cost y y=4sent.Entonces z = 16cost sent

Luego, la funcién vectorial que representa a la curva de interseccion de las
superficies es

f(t) ={(4cost;4sent;16cost sent), tER
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b) En este caso, para parametrizar la curva de interseccion se elige
x =t dedonde y =t? y z=16t? + 9t*

Por consiguiente, la funcién vectorial que representa a la curva de interseccion
de las superficies es

g() = (t;t% 162 +9t%), t€R

EJERCICIOS
1.- Trace la grafica de la imagen de las siguientes funciones
a) f(t) = (cost;sent) b) f(t) = (3cosht;5senht)
y= (il 2 d) f(t) = (5sent;4cost
o) f@) = siEpnr ) f(£) = (5 sent;4cost)
e) f(t) =(B+t5t2+1) 0 f(e) = (t2+3:1+1t3)
t? t3
g) f(t) = (t;t;sent),t € [0; 4n] h) f(t) = (t;z;-g)
N .__  . b)a>0 i) F(O) = 3t 3t
i) f(t) = (acost;asent;bt),a i) f(e ol Cpw=tEwws

K) f(t)=(3sent;5cost;7), t €0;2m]

2.- Determinar el punto de interseccion de la recta
f(t) = (9 + 3t;—10 — 4t; 7 + 2t) conel plano YZ.

3.- Encuentre una representacion paramétrica de las siguientes curvas
a) x>’ +y?=9,z=0 R. a(t) = (3cost;3sent;0)
b) x2+y*—6x~4y+12=0,2z=0
c)y=3x% 2z=0
d) (x—1?+4(y—-2)2=4,2=0 R a(t)=(1+2cost;2+sent;0)}

4.-Sean f(t) = (t*+1;0;t%) y g(t) = (sent;—cost;0). Halle
a) f(a+b) b) g(t -3} ) f(sent) X g(t* +1)

5.- Defina una funcion vectorial del intervalo [a;b] sobre el segmento de recta
de extremos Py y P, de R™.

'6.- Defina una funcion del intervalo [-2;2] en R3 cuya imagen sea el trianguio
de vértices (3;2;~1),(2:0;1) y (1, -2;1)
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7.-Sean f(t) = (2t™4 V4 ~¢2), g(¢) = (In(t + 1);VtZ + 2t — 8)
Calcule f+ g, feg, fXxg, 4f—2g,ysusdominios de definicion.

1.2 LIMITE DE UNA FUNCION VECTORIAL

Definicion 3. Sea f: R — R™ una funcion vectorial dada por

fO =A@ ()i fu(0)), tER

y sea t, un numero real cualquiera. Entonces
lim £(©) = (Jim (05 3 i o)

siempre que existan tlim fi(t)y, i=12,..,n
—-)[0

Ejemplo 6. Calcule tllrp f(t) (encaso exista) de las siguientes funciones
—1lg

vectoriales
1—-vt+1 t
a) f(t) = i——32), tp=0
t+2 t+1
. et —e Int sen(t—l)
t = ' l * =
b) £(t) = (t ) b=l
1 —cos(sent) cost —cos(sent) 1 )
= . . tn =
0 f® ( sen?t ’ t? "t+m) "0 0
n, sen (Vt—1) vi—1
d) £ 2 - ¢)anGY), ),~=1
)f( (( ) tan(\/—t—:——) £—1 to
Solucion
lim £(¢) = { lim 1ﬂlt“l' : im2 | = (0:0;2
a) limf rv2 amrypam2)=0:0:2)
Int sen (t—1)
b) hmf(t) ( t—-1’ 1’-’31—51:5 t—1 )—(8‘_1'1)
o ' .1 —cos(sent) cost —cos(sent) . 1
© lﬁg[(t}—(lg—{% sen?t ;lim tz2 't—vot+7l')
~ (Lo
2
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e GEmD Ve 1) (e#m )

14,

. —(u tan(—t)
o tin £(© = (limez - " iy an(e-1) e -1

PROPIEDADES OPERACIONALES DE LIMITE DE FUNCIONES
VECTORIALES

Sean f,g:R — R" funciones vectoriales de una variable real tales que
lim f(t) = b = (by; ..;by) y lim g(t) =@ = (ay; ...; an)
t—tg t-tg

ysea ¢: R — R una funcion real tal que thr? ¢(t) = a, entonces

—lo
D lim[f(t) + g(t)] = lim £(t) + lim g(t) = b
-ty t-tgy t-ty

i) Im[f(t) —g(D)] = lim f(t) - limg(¢t) =b~a

t-to t-tg t—tg

i) Jim [p(5)g(0) = (lim ¢(0) (Jim 9(0) =

w) lim{f(©) + (0] = (Jim £(0)) + (Jlim g(©)) =B + @

t-tg t-tg t—tg .

v Imir© x 901 = (Jim 7)) Jim 9(©)) = B solo en )

- 07, S ,(t)_(senc‘ , 1 ) ’
jemplo 7. Sean f(t) = ; ; €OS g y

1+cost 1 )

t) = (——-—-—-'——-—-—--sent+
g() sent cost

funciones vectoriaies con imagen en el espacio R>. Halle:
a) im[f (&) +g(®] b lim[f(e) x g(1)]

Solucion

- ‘ 1 1
a) E_l_p;f(t ulm—— ]1m cost; llm m) = (0,—1,-2-;)

lim g(t) = (lim <25 jim L t+0) = (0;-1im)
fmg(®) = \lm— i lim ey lim(sent + 1) ) = (0;=1;m

Luego. .
lim{7(©)  (6)) = (1imf(©)) + (limg(©)) = (0: -5 ) » (0:~1im) = 3
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b limlf(©) x 901 = (im/©) x (img®) = (0:-1:5-) x ©;=1;m)

i j Ok
J 1 1- 27[2
= -1 —-n| = 2 ;0;0
-1
EJERCICIOS

1.- Calcule gu{l f(t) (en caso exista) de las siguientes funciones vectoriales
—lo

a) f(t) = (V& t% sent), ty =2

3t
b) f(t)—(lnt V5 + 4+t2) ty =2
3+5t
c) f() = (4+t2, oz ,Stz), ty=3
d) £0) (sen7t senSt tan3t) -0
) f sen 3t' sen 2t o

Hf(®)

50:1

tt—1 sen(t—l) i—t?
(tlnt -1 sennt)
¢ —tant 1 1 1
t— sent t et ~1;tcost

e)](t=(e, 'z+1>, to=1

9) f(O) = - cot(c)), ty =0

2.-Si f(t) = ( ] I t+4; 7) determine tl,i,?-f(t) y t!irgf(t)

=% o .
o VZE-4+VB =T ,
3-Si f(t) = (5 n IIZCI! ; 5 — [4t]; MY tz).Halle Jim £(t)

1.3 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION VECTORIAL

Definicion 4. Una funcion vectorial f:f — R" es continua en el punto i € [, si
y solo si. las funciones coordenadas f;:/ - R soncontinuasen &y, i = 1,2,...,n



FUNCIONES VECTORIALES

t?—1 sen(mt) Int+1
t+1 ; cos(mt) Tt 2 )
Determine si la funcion vectorial es continuaen t = 1.

Solucion
Las funciones coordenadas

Ejemplo 8. Dada la funcion vectorial f(t) = (

t? -1 sen (mt) Int+1

fi(6) =T71 f2(t) = cos(n) y f3(t) = — )

son continuas en t = 1, pues

: 1
lm £,(0) = 0 = AWM A0 = 0= £,(1) y lim f5() == = (1)

Luego, la funcion vectorial f es continuaen t = 1.

PROPIEDADES
Sean f,g: [ — R" funciones vectoriales continuas en el punto t, € /. Entonces

i) A f escontinuaen t;,siendo 4 una constante real.

ii) f+ g escontinuaen ¢,

iii) f » g escontinuaen t,

iv) f X g escontinuaen ¢, (solamente para funciones con imagen en R3)

Observacién 3. Una funcion vectorial f:R — R™ es continua en el intervalo
I € R, si es continua en cada uno de los puntos de |.

Ejemplo 9. Determine si las siguientes funciones vectoriaies son continuas en el
punto t; indicado.

o sent In(1+t) cost—1
a”f(t)"( t ' 1-t 't ) fo=0
by glt)=(1—-t;In(2t—1); t3+1), t, =0

Solucién

t ,
a) La funcion coordenada fi(t) = no es continua en t,, pues f; (0) no esta

definida. Luego, la funcion vectorial f(t) no es continuaen ty, = 0.

b) La funcién vectorial g(t) =(1—t; In(2t—1); t>+ 1) es continua en
t, = 1, pues las funciones coordenadas g,(t) =1—t,g,(t) =In(2t-1) ¥y
gs(t) = t3 + 1 son continuas en t, = 1.

11



CALCULO 111
EJERCICIOS

1.- Analizar la continuidad de las siguientes funciones vectoriales en los
intervalos que se indican

a) f(O) = (V4—tZ In(3—t); e3), te[-2,3)

(M;tsen (E) c_os_(_Z_;er) sit€(0;1)
b) fO)=1{" 5 3 oot
(-—;t—-l; In(t)+1) , sit€e[1;2]
3
0 f(t)={(sent;-1~__£_~t-; Zt), sit€e[0;1)
(-1;0;3) , sitel1;2]

2.- Determine la continuidad de las funciones vectoriales en el punto indicado

t?—4 e'"7-1
a)f(t)={<|t_3l_1;e . ),ento=2

(4t“ 45 arcsent

5;0;0) , sit=0

1
; sentsen -t-), sit*0

b)f(t)={

3.- Encuentre los puntos (si es que existen) donde las siguientes funciones no son
continuas

a) f(t) = (e*;t;senh t), Dy = [0;4]

b) f(t)':{(z; E-e-;—g) sit € {0;m]
(0:1), sit=0

o) f(t) = (t;¢t; [2t]), t € [0;8]
(~t; =2t;t) , sit€e[-2;0]
d) f(t) = {(Cl/s‘(t _ 2)2/3. ; tZ)' site (0; 2]

"1+ t2

t+3
t242
={ft?+2t-3 . :
e) f(£) (-——ti—;—i——;(t—- Din(t+4); Y -DE+ 3)4) ,site(-3;1]
(3t - 3; et —e;sen (nt)) ‘ ,sit € (1; 400}

((c+3)1/3(c—2)2/3; ;2c+5) , - sit€(—c0;—3]

12



FUNCIONES VECTORIALES

4.- Demuestre que si f:/ - R™ es una funcién continua en [ entonces ||f|| es
continua en /.

1.4 DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL

Definicién 5. Sea f: R — R™ una funcién vectorial con dominio Dy.
La derivada de la funcién vectorial f en cualquier punto t € Dy es la funcion
vectorial f'(t) dada por

YOy [EE0 /O

h-0 h

[ =
si el limite existe.
Si f'(t,) existe para t, € Dy , se dice que f es derivable o diferenciable en ¢,.

En general. st f'(t} existe para todo t €/ C Dy, entonces se dice que f es
derivabie en el intervalo 7 < Dy.

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA DE UNA
FUNCION VECTORIAL

Sea f:1 — R™ una funcién vectorial derivable en el punto £, € /.

df (to)
d

Geométricamente, f'(ty) = es un vector tangente a la curva trayectoria

de f(t) en el punto f(t,) (Fig. 1.6)

A
NG ¢
s
/”“‘ J (1)
—t— /
0 ty
5 >




CALCULO Il
Definicién 6. Sea f:1 — R™ una funcién vectorial derivable en el punto ¢, € [.
La ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva trayectoria de f que pasa por
el punto f(t,) y es paralela al vector f'(t,) es

Lr:(oyiz) = f(to) +tf' (ko). t ER

El siguiente resultado nos proporciona un procedimiento conveniente para
calcular la derivada de una funcion vectorial, en términos de las derivadas de las
funciones componentes.

Teoremal. Si f(t) = (fi(t); f2(t); ...; f(t)) es una funcion vectorial con
imagen en el espacio R", donde f;(t); fo(t);...; fn(t) son funciones reales
derivables, entonces

1@ = (@ £(0); s fa()

Observacion 4. Si una particula se mueve a lo largo de una curva ¢ en el espacio
R™. de modo que su vector posicion en el tiempo t es
fQ@) = (fi(t); f2(t); ...; fu(t)); entonces, el vector velocidad v(t) y el vector
aceleracion a(t) de la particula en el instante ¢ son dadas por

v() = ') = (f(t); f2(0; s fa (D))
a(®) =v'(®) = f"(t) = (') 'O i f2' ()
El vector velocidad v(t) tiene la direccion del vector tangente a la curva ¢ en el

punto f(t) y el vector aceleracion a(t) apunta hacia el lado concavo de la curva ¢
(Jado hacia donde se doble la curva).(Fig. 1.7)

a(iy= f1(1) e

A0 v(1)= £1(1)

Fig. 1.7
El mé6dulo del vector velocidad v(t), esto es,

14




FUNCIONES VECTORIALES
ol = 1O = VIEOR + [HOR + -+ [i(D]2

se denomina rapidez de la particula en el instante ¢,

Ejemplo 10. Halle la derivada de las siguientes funciones vectoriales:
a) f(t) = ((t+ 1)3;arctan(2t?); e3%)

b) g(t) = (cos(4t);sen (2t) ; etz)
Solucion

a) f'(t) = (3(t + 1% ~38_3:)

1+ 4t
b) g'(t) = (—4 sen (4t); 2 cos(2t) ; 2tet”)

Ejemplo 11. Sea f(t) = (tarccost — V1 — 1% In(V1 + t%) — tarctant; e™°)
Calcuie £/(0) y f"(0).

Solucién

)

f'(t) = (arccost -

fi -t ; tan t ‘ 2te-t?
; —arctant — ———, —4itle
Vi—tZ VJi—tZ 1+t%2 1+t2 )

= (arccost; —arctant; —2te™*")

£(0) = (g 0:0)

1 1 2 2
11 i t) = (— ;- ; -2 ~t + 4 2p-t )
R W e

fr0)=(-1 -1, -2)

Ejemplo 12. La imagen de la funcién vectorial f(t) = (e*™*; e™2(=1)} describe

ia trayectoria de una particula que se mueve en el plano XY.

a) Trace la grafica de la trayectoria de la particula.

b) Dibuje los vectores velocidad y aceleracion parat = 1.

c) Halle la ecuacién vectorial de la recta tangente a la curva imagen de f en el
punto A(e; e~?).

Solucion

a) Las ecuaciones paramétricas de la curva ¢ descrita por la funcién vectorial

fes
&

x=et!
f(v = e-2tt-nr FER

15



CALCULO 11

Al eliminar el parametro t en las ecuaciones paramétricas, se obtiene la
ecuacion cartesiana

1 .
e:y=F,x>0

La grafica de esta ecuacion se muestra en la figura 1.8.

A YA

<Y
< ¥

Fig 18 Fig 19

b) Los vectores velocidad y aceleracion en cualquier instante t son
v(t) = f'(t) = (e~ —2¢72(t-1)
a(t) =v'(t) = (et"l;t}e‘z(‘“l))
Para t = 1, los vectores velocidad y aceleracion son
v(1) = (L=-2) y a(l) = (1;4)
cuyas graficas se muestran en la figura 1.9.

¢) El vector de posicién del punto de tangencia 4(e; e™?) se obtiene cuando
t =2, estoes, f(2) = (e; %)
Luego, el vector tangente a la curva £ es
/@) = (e —2¢7)
Por tanto, la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva en el punto A es

Lr:(x;y:2) =(e;e”?) + t(e;—2e7%), teR

16
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REGLAS DE DERIVACION

Sean f,g:1 = R" funciones vectoriales derivables de t, ¢ una constante real y
a: ] = R una funcion real derivable de t. Entonces se tiene:

d ‘
- O£ = £9'®)
e L p 1= cr
2- 2l fOI =cf'(®)
d
3- 7 la@f (O] = '@ f(©) +a@®) f'(0)
d
4-— O+ g = ')+ gO) + f(O) + 9'(®)

5 SIFW X 90 = (0 X 9(0) + F(0) X g'(©) (valido solo en BY)

d W s
- IO = == sif(0) %0

Observacion 5. Si f:] —» R" es una funcidn vectorial derivable de t tal que
(O = ¢, vt € I (¢ constante real), entonces

fl@)ef)=0

Esto indica que el vector tangente f'(t) es perpendicular al vector de posicion

f(t).
Ejemplo 13.  Si f(t) = (t; t%;3+1¢),g(t) = (cost;sent; In(t +1)) y
a(t) = e™*, calcule

a) (& f)'(0) b) (f + 9)'(0) ) (f+9)(0) dy (f x g)'(0)
Solucién
Se tiene

flO=0:261,9'(t) = (—sen t; cost;-ﬁl_—l-),a’(t) = —4e~*
Luego, al evaluarent = 0 se obtiene
f10)=(1:0,1),9'(0) = (0;1;1) y @'(0) = ~4
Asi, al utilizar las reglas de derivacion resulta
a) (a f)'(0) = a’(0)f(0) + a(0)f'(0)

=—4(0;0;3) + 1(1;0; 1) = (1, 0; -11)

17
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by (f +9)0) = f'(0) +g'(0) = (1;0:1) + (0;1;1) = (1;1;2)
¢) (feg)(0)=f(0)eg(0)+f(0)eg'(0)=1+3=4

dy (f x 9)'(0) = [f'(0) x g(O] + [f(0) x g"(0)]

il

T B T
=11 0 1]+lo o 31=(0:10)+(=3:0;0)=(-3:1;0)
1 0 0of o 1 1

Ejemplo 14. Determine si el vector de posicion de la funcién vectorial
f(t) = (cos(t?); sen (¢t%)) es perpendicular a su vector tangente en cualquier
punto t € Dy.

Solucion

Como [|f(t)]l = 1,¥t € R, entonces el vector tangente

/() = (=2t sen (t%); 2t cos(t?)) es perpendicular al vector ~posicion
f(t),vt e R

Ejemplo 15. Dada la funcién vectorial f(t) = (1 — 2t:t?;2e?=1). Halle la
ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva descrita por f en el punto en que
el vector f'(t) es paralelo al vector f(¢).
Solucién ,
Como los vectores f(t) v f'(t) = (—2;2t;4€**~V) son paralelos, entonces
existe un escalar k tal que
f1(©) = kf(t) & (=2;2t;4e271) = k(1 — 265 % 2e279)
(=2 =k(1-2t)
{2t = kt? =k=2yt=1
4e2(t=1) = P e2(t=1)
Luego, el punto de tangencia y el vector tangente son respectivamente
fO=CL1L2)y ffA=(-2:2;4)
Por tanto, la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva descrita por f es
Lr(x;yiz) =(—-1:1;2) +5(-2;2;4), seR

Teorema 2. Si f:/ —» R"™ es una funcion vectorial derivable de £ y ¢:1 — R es
una funcion real derivable en I, entonces f o ¢ es derivableen | y

d
Z @] = f'(e®)e'®) = o' O)f (9(0)), te!

18
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Demostracién

Como f(‘P(t)) = (f1 (fp(t));fz(qo(t)): ...;fn(go(t))), entonces

d .
el = (fi(0®)e"(©); £(9®))¢’ ®); ...; (D)@' (1))
="' (Of ()

Ejemplo 16. Sean las curvas ¢, y ¢, dadas por las funciones vectoriales
42

t 2t —1
. — . . 2-t . — VA 42 ptHl
gl.f(t)_( 5 2t+ 11+ ) yé’z.g(t)—(-—————~—2 4—t;3—e )

a) Halle el punto de interseccion de las curvas ¢, y &,.
b) Calcule la medida del dngulo que forman las curvas ¢, y ¢, en su punio de
interseccion.
Solucién
a) Sean t, y t, dos valores distintos de t para los cuales
1—tf 2t, -1
2 2

,f(t1}=g(tz)m( :2t3+1;1+ez't1)=( ;4~t2;3-‘fz+1)

2 2
[eonend
l 26 +1=4-1¢,
14 e2 "t =3 — gttt

f 1-¢6°% 2t,-1

Al resolver el sistema de ecuaciones, se obtiene t; = 2y, = —1
Luego. el punto de interseccion de las curvas ¢, y &, ¢s

f@2)=g(-1) = (——%32
b) La derivada de las funciones vectoriales f y g son
fr)=n2-ey g') = L-1—-e"
Los vectores tangentes a las curvas ¢, y ¢, en su punto de interseccion son
Fi=(=22-Dy g-1)=(1-1-1
Como el angulo que forman las curvas £, y ¢, en su punto de interseccion s
igual al angulo formado por los vectores tangentes (2} v g'(—1), se tiene

ff2)eg'-1) _ -1 ( \/5)

—~ & § = arccos

cosf = - =
Ir@ig'-nil v3 |
Ejemplo 17. Una particula se mueve hacia la derecha sobre la curva y = vx? + 4
partiendo del punto (0;2) en el instante ¢ = 2. Si la distancia de cualquier punto
de la curva al origen de coordenadas es proporcional a t. halle ¢! vector velocidad
de la particula en el instante t = 6.
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Solucion
Sea P(x;y) un punto cualquiera de la
curva ¢ (Fig. 1.10). Entonces.

d(P;0) = {x* + y2 =kt (%)

donde k es una constante de
proporcionalidad.

Como en t = 2la particula esta en el
punto (0; 2), entonces se tiene

VO+4=2k=k=1

Asi, al reemplazar k = 1 en (*) resulta

Py

2+ yr =t x4y =17 (xx)

Dado que y = vx? + 4, entonces y* = x* + 4. Al sustituir esta expresion en
{**), se tiene

o
5 R t? -4
2xc+ 4=t =>x= |
\
Luego, la funcion vectorial que describe el movimiento de la particula es

— ,,_—._—\.
[tz — 4 ‘;c2+4)
1

fO=| I—5—: = t>2
N\ N
La derivada de f es
GEX — )
f (\/}th 8 v2t* +8

Por tanto, el vector velocidad de la particula en el instante ¢ = 6 es

v(6) —-f(6‘ (8 43q) (j ')\3/5)

Ejemplo 18. Una particula se mueve a lo largo de la curva ¢ descrita por la
funcion vectorial

fl) = (3'sen (g) 3cos (3) \/Bt)

a) Halle el vector velocidad y la rapidez de la particula en cualquier instante :.
b) Determine el vector aceleracién y su module. ’

20
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c¢) Calcule el angulo 8 que forman los vectores velocidad y aceleracion.
Solucion
a) El vector velocidad y la rapidez de la particula en cualquier instante t son

v(t) = f'(t) = (cos (g);—sen (%),\/5)

Rapidez: vl =|lf'®)||=vi+8=3
b) El vector aceleracién y su médulo son
0= (i (o)) y o=
a(lt) = f = 3sen3, 3c953, y lla(t) =3

¢) Como |lv(t)l] = 3. entonces por la observacion 5 resulta que los vectores v(t)
y v'(t) = a(t) son perpendiculares.
Por consiguiente, la medida del dngulo que forman los vectores velocidad v
aceleraciénes 6 = m/2.

EJERCICIOS

1-Sif(t) = (t;t:t2), g(t) = (cost;sent; t), p(t) = e %, halle

d

9 T@O) B 9 F© ) O XgW)

d d d
9 lp@FOF O ZIFeO] & lg®Il b g™
d d
b UG D 2@ +g()]

2.- En cada uno de los siguientes ejercicios, i) dibuje la curva representada por la
funcién vectorial, ii) dibuje los. vectores velocidad y aceleracién para el valor
de t indicado.

m
a) f(t) = (2 + 3 cos(2t); 4 ~ 3sen (2t)), t=7
b fO =+ +4), t=1 o f()=(4et) t=1
d) fO=Q+t%5t2+4), t=1 e) f(t) = (sent;ticost), t=10
f) f(t) = (2cost;2sent;4), t =2m

21
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3.- En cada uno de los siguientes ejercicios, halle la ecuacién paramétrica de la
recta tangente a la curva descrita por la funcién vectorial en el punto indicado.

a) f(t) = (%t4t3), P(L1;1)

b) f(t) = (sent; 2t sent; 4t?), P(1;m;m?)

c) f(t) = (tcos(3mt);t sen (3nt); 2t), P(—1;0;2)
d) f(t) =(2cost;2sent;16), P(0;2;16)

4.- En cada uno de los siguientes ejercicios, i) halle las ecuaciones de las rectas
tangentes horizontales a la curva ¢ descrita por la funcion vectorial,
calculando los valores de t para los cuales dy/dt =0 ii) obtenga las
ecuaciones de las rectas tangentes verticales a la curva ¢, calculando los
valores de ¢ para los cuales dx /dt = 0.

a) f(H)=({t*+t;t>~1) b) f(t) = (4t% — 4t;1 - 4t%)

3at ‘3at2' & F(O) = (4 [ 7 cost
T+ Te) 9= sentiTcost)

C)f(t)=<

5.-Halle f'(t) y f"(t) en las siguientes funciones vectoriales
a) f(t) = (arcsen t;In(1 + 5t);t?)
b) f(t) = (e5%;In(t + 1) ;arctan(t + 1))

1—t2 2t

m;m) d) f(t) = (cost;sen (2t);tant)

C)f(t)=<

e) f(t) = (arcsen t;arccost) f) f(t) = (cosht;senh 4t;e~>t)

) f(H) = (ln(l +t%); ! sarctan t\
8 "1+ t2’ }

hy £(t) = (Itlt; [t]; 1 — In(4 + t2)

2t 1-t? 1\
1+t2°1 +¢%’ ,)
Demuestre que el angulo formado por g(t) y g'(t) es constante.

6.- Sea g una funcion vectorial dada por g(t) = (

7.- Al medio dia, un insecto se posa en el extremo del minutero de un reloj de
radio 20 cm, y empieza a caminar hacia el centro del reloj con una rapidez de
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v=1 cm/seg. Si el reloj funciona normalmente, determine el vector
velocidad del insecto después de 30 seg de iniciado su caminata.
: T
R.v(30) = (3:1)

8.- Considere la hélice descrita por la funcién vectorial
f(t) = (acos(wt); a sen (wt); bwt), w > 0
Demuestre que la recta tangente a la hélice en cualquier punto ¢, forma con el
b

eje Z un angulo cuyo coseno es ————
va? + b?

9.- Referido a la hélice del ejercicio 8, demuestre que los vectores velocidad v(t)
y aceleracion a(t) tienen longitud constante y que

lv() xa@®)ll _ a
vl  a?+b?

10.- Halle las ecuaciones de las rectas tangentes a las curvas
3 N i
C:f(t) = (f sen x dx; cos t),t €[0;m], Cpg(t) =(e51—e*)teR
G .

en el punto de intersecciéon de ambas curvas.

R. L ={1;0)+t(l;-1)/teR}, L, ={(1;0) +t(1;-2) /t € R}
11.- Dada la curva C: f(t) = (cost;sen t; e"), determine el punto en el cuai
/V3 1 n/(,‘)

la ta‘ngente es paralelaal plano P: v3x+y—4=0 R. k—é—;i; e
J

12.- Halle la ecuacidn e ja recta tangente a la curva

C‘{xz—2z—3x+3=0 en el dienteat = 0
122 — yz — 4z + 3y + 4 = + €N ¢l punto correspondiente a ¢ =

4 18 3
R. LT={(1;—§;0)+C(—'§1521) /tER}

13.- Sea f(t) = (f1(t); f2(t); f5(t)) una funcién vectorial derivable de t hasta el
segundo orden y que para t > 2, se tiene ||[f(O)| = vVt —2 -

a} Demuestre que f'(t) » f'(t) = —f(t) o f (), t=2

o
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CALCULO 11!
b) Sia es el 4ngulo que forman los vectores f ® y f'(t), demuestre que

i
a€ [E; Tl.']
14.- Considere que el cicloide descrito por la funcién vectorial

f(t) = (a(t —sent);a(l —cost)), a>0

Halle el 4ngulo que forma la recta tangente a la cicloide en ¢t = /2 con la
parte positiva del eje X.

1.5 INTEGRACION DE FUNCIONES VECTORIALES

Definicién 7. Si f: [a; b] —» R™ es una funcién vectorial continua en el intervalo
[a; b] tal que f(t) = (f1(t); fo(t); ...; fn (1)), entonces la integral indefinida de f
es

[rod=([ rwa: [ rod... [ now)

y la integral definida de f es

Lbf(t)dt = (Lbfl(t)dt;Lbfz(t)dt; ...;Lbfn(t)dt)

Observacion 5. Si f(t) = (f;(t); f2(t); ...; fu(t)) es una funcién vectorial con
imagen en el espacio R™, entonces al hallar la integral indefinida de £, se tiene

jfl(t)dt = F () + Cl;ffz(t)dt =F(t) + G oo f f)dt = B (8) + &,
Asi, la integral indefinida de la funcion vectorial f se expresa
jf(t)dt = (F1(0) + Cs Fo(t) + Co5 s F () + C)

= (F(6); () i B, () + (€ Gy i C)

=F(t)+C
donde F'(t) = f(t)

Ejemplo 19.
a) Halle la integral indefinida de la funcién vectorial

24



FUNCIONES VECTORIALES
(t) ( t ! t)
= |cost;—; te
f 1+¢

! : 1
b) Calcule la integral f f(t)dt, donde f(t) = (Zt; T t;te‘)
0

Solucién
a) Alintegrar cada una de las funciones componentes, se obtiene

2 3\ .
ff(t)dt~(fcost dt; f1+t2dt ft dt)—(sent,arctant,?)-i-C
1 F pl 1 1
b) ff(t)dt=(f tht;j ———~dt;J te‘dt)
o 0 o 1+t 0

= ([¢?]5; In(11 + eD]g; [eef —ef]8) = (LIn2;1)

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA
1.- Si f, g:la; b] — R™ son funciones vectoriales continuas en [a; b] y a v B son
escalares, entonces

f la f(t) + Bg(t)]dt = a[ f(t)dt +Bf g(t)dt

2-Si f,g:la;b] = R™ es una funcién vectorial continua en [a; b} v

C = (Cy; ...; C,;) es un vector de constantes, entonces

"‘D . - / /'D
ar j [Cef(n)]dt= j [(t)dt)
Y G
b I Y
by | [Cxfr))dt=C x| | ;‘(t)dt} (valido solo en el espacio R*)

Ja Ja

3.-Si f:{a; b] — R™ es una funcion vectorial continua en {a; b}, entonces

fa bf(a)dti < { IFolc

Teorema 3. (Primer Teorema Fundamental del Calculo).
Sea f: [a; b} = R™ una funcién vectorial continua en [a; b, entonces la funcion
F definida por

t
F(t) = ff(u)du, a<t<bh
Ja

| es derivable y F'(t) = f(t),Vt € [a; b]
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Teorema 4. (Segundo Teorema Fundamental del Calculo).
‘Sea f: [a; b] —» R™ una funcién vectorial continua en [a; b}, entonces

' fbf(t)dt =F(t)lg = F(b) - F(a)

/4
Ejemplo 20. Calcule f f(t)dt x h(0), donde
0

-
. 1]t
f(t) =| Vtant sec*t;sen3(2t) cos? t — sen3(2t)sen2t;EJ; y

1 1 1
h(t) = U tet®-1 dt;f (t2—1t) dt;f t3 dt)
-1 G 0

Solucioén

r/4

nj4 rﬂ/é ( P
[ f(tde = J (tan Y/2(1 + tan?t)sec?t dt ;J, sen®(2t) cos(2t) dt; |
o o 0

_n(ZO L l)
“\21'8'12

-

(o)== (o5

Por consiguiente, se tiene

Uy

5 5 10)

/4
Bdt x h(0) = (s —2; — —
jof() X h(0) (28’8 2’763

Ejemplo 21. La fuerza que actia sobre una particula de masa m = 2 en el plano
esta dada en funcion del tiempo ¢ por ia ecuacion

F(t) = (2(costtsent);2(sent + tcost))

Cuando t = 0 la posicién y la velocidad de la particula son f(0) = (2;0) v
v(0) = (1;0). Halle la velocidad y la posicién de la particula como funciones de
t.
Solucion
Por la segunda Ley de Newton, se tiene

F(t) =ma(t) =2f"(t) = (2(cost —t sent); 2(sen t + t cos t})

De donde resulta
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FUNCIONES VECTORIALES
f"(t) = (cost ~tsent;sent + tcost)

F1(t) = f Fr(t)de = (f(cost— t sen c)dr;f(sen £+t cos t)dt)

= (tcost;tsent)+C

Dado que v(0) = f'(0) = C= (1;0). Entonces, f'(t) = (tcost + 1L:t sent)
)= ff’(t)dt = (tsent+cost+t;—tcost+sent)+ Z‘:

Como f(0) = (1;0) + C; = (2;0) = C, = (1;0)

Por tanto,
f@)=(tsent+cost+t+1,—~tcost+sent)

Ejemplo 22. Una particula inicia su movimiento en f(0) = (2;0;0) con
velocidad inicial v(0) =7T—J+ k. Su aceleracion es a(t) = (2t;3t?; 6t).
Determine la funcién velocidad y la posicion de la particula en cualquier instante
t.

Solucién

a(t) =v'(t) = 2t;3t%46t) = v(t) = fv’(t)dt = (t%;t3;3t%) + ¢

Como (0) = (0;0;0) +C = (1;-1;1) = € = (1;-1;1)
Luego, la velocidad que satisface la condicion inicial v(0) = (1; —=1;1) es |
v(6) = (7 + 1% — 1,367 + 1)
Dado que
Fr(O) =v() = (t2+ 1;£3 - 1;3t2 + 1)

, t3 t* - N
Entonces f(t) = J v(t)dt = (? + t;—;}— —t;t3 + t) +Cy

Al hacer £ = 0y utilizando el hecho de que f(0) = (2; 0; 0), se tiene
£(0) = (0:;0;0) + C;, = (2;0;0) = C, = (2;0;0)
Por consiguiente, la funcion de posicién de la particula en cualquier instante ¢ es

t3 t*
=l—+t+2;——t;t3
f(®) <3 25 tt +c>
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CALCULO 11
EJERCICIOS

1.- Calcule las siguientes integrales

1 /2
a) f (t:t¥%et)de  b) f (sen t;cost:sen3t cost)dt
0 0

n/3
c) (5™ t{csc?t — sec?t — csct];sect;csct) dt
/4 -
1
d) f (tet; t2et; e tdt R.(L;e—2;1-2e"Y)
0

1
2-Calculedeb,sid=(2;—4;1)y b= j (te?t; tcosh 2t; 2te~%t)dt
4]

3.- Una funcién vectorial f satisface la ecuacion: t f'(t) = f(t) + td. t > 0.
donde d es un vector no nulo en el espacio R3. Si se sabe que f(1) = 2d y
f'(1) = 3d, calcule (1) y f(3) en términos del vector d.

R.ff()=a,f(3) =(6+3In3)d

4.- Sean las funciones vectoriales f(t) = (te % 1;ef) vy g(t) = (L,—-1:¢t).
Calcule

ro o
3 | F©xgwlde b J [F(t) » g(®)]dt
-1 -1

S.- Sean f,g:[a;b] » R™ funciones vectoriales continuas y derivables de ¢.
Demuestre que

[ 1@ gldt = @) « g1 - | 17/(0)» a(0))ae

Ja va

6.- Sean a un vector no nulo en el espacio R™ y f una funcién vectorial tal que
fHyea=t, VtER. ’
Si el anguio que forman f'(t) y d es constante, demuestre que f''(t) es
perpendicular a f'(t).
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FUNCIONES VECTORIALES
1.6 CURVAS REGULARES

Definicién 8. Se dice que una curva ¢ ¢ R™ es una curva parametrizada, si existe
una funcién vectorial a: [a; b] » R™ tal que a({a; b]) = €.
A la funcioén vectorial a(t) = (a (t); a;(t); ...; a,(t)) se llama parametrizacion
de la curva ¢&. :
Ejemplo 23. La funcién vectorial a: [0; 2] — R? definida por

a(t) = (cost;sent)

es una parametrizacién de lacurva ¢ x?2 +y2 =1

Ejemplo 24. La funcién vectorial a: R — R? definida por

(t;t), t<0

YA
(t:t3), t>0

a(t) ={

es una parametrizacion de la curva : Y=

x<0
cy=r@ =305 »

La grafica de ¢ se muestra en la figura 1.11

Ejemplo 25. Halle la parametrizacion de la curva
) {x2+y2+zz=R2 , R>0
C:
z=a , 0<a<R
Solucién
Al reemplazar z = a en la ecuacion
x% +y? + z% = R?, se obtiene

C:x*+y*=R*-a?

La parametrizacién de la curva @, es

sz\/Rz——azcost,tE[O:ZE] /I’

61:(

[y _
y=+vR?*—a’sent

Luego. existe una funcidn vectorial
a: [0; 2] — R? tal que

a(t) = (VR* —a?cost;VvR? —a’sent;a),t € [0;2n]

La imagen de esta funcidn vectorial se muestra en la figura |.12
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CALCULO I
Definicién 9. Sea ¢ ¢ R” una curva parametrizada, esto es, existe una funcion
vectorial a: {a; b] —» R", tal que a([a; b]) = ¢

i) Se dice que ¢ es una curva con puntos dobles si a(t;) = a(t;), t; # t,
(Fig. 1.13)

ii) Se dice que ¢ es una curva simple si no tiene puntos dobles (Fig. 1.14)

iii) Se dice que ¢ es una curva cerrada si a(a) = a(b) (Fig. 1.15)

iv) Se dice que ¢ es una curva regular, si la funcién vectorial a(t) tiene

derivada continuay a'(t) # 0, Vvt € [a; b]

A

/——v
1 >
Curvas con puntos ] '
dobles Curva simple

Fig. 1.13 Fig. 1.14

YA

(4:00 " X

N,
N

>
/ Curvas cerrada

Fig. 1 15 Fig 116

Ejemplo 26. La imagen de la funcién vectorial a:[0;2n] — R? definida por
a(t) = (4cost;4 sent) es una curva cerrada (Fig. 1.16), pues

a(0) = a(2m) = (4:0)
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Ejemplo 27. La imagen de la funcion vectorial a:R — R* definida por
a(t) = (% + 2t*; t3 — t) es una curva con puntos dobles, pues para

1 1 P
t, = Z(—1 +vV13) y t, =Z(—~1 —V13) se cumple

: 9 3
a(ty) = (5’ —g) = a(ty)
Ejemplo 28. La imagen de la funcion vectorial a: R — R* definida por
alt) = (acost;asent;bt) (a > 0,b > 0) es una curva regular, pues

a'(t) =(—asent;acost;b)+ (0;0;0),vt e R

Definicion 10. (Reparametrizacion de una curva regular)
Sea ¢ < R"™ una curva regular, es decir, existe una funcién vectorial
a:[a;b] —» R" tal que a([a; b]) = C y a'(t) # 0,Vt € [a; b].
- Una reparametrizacion de a(t) es una funcién vectorial y = a o ¢; [c;d] - R"
tal que y(u) = (@ @)(u) = alp(u)),u € [c;d] (Fig. 1.17)
donde ¢@:ic;d] — [a;b] es una funcicn real derivable v sobreyectiva tal gue
o' (w) # 0,Vu € {c;d].

Fig. 117

Observacion 6.
i) Si '(t) > 0 se conserva la misma orientacion en la curva reparameirizada.

ii) Si @'(t) < 0 se invierte la orientacién en la curva repatametrizada.

Ejemplo 29. Sea a: [0; 2] — R? una funcién vectorial dada por
a(t) = (cost;sent)
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CALCULO 1II
a) Si @:[0;1] = [0; 27] es una funcién real definida por ¢(u) = 2mu , entonces
y(u) = (a o )W) = alp@)) = (cos(2mu) ; sen (2mu)) es una
reparametrizacion de la curva a(t).
Como ¢'(u) =2m >0, entonces la curva y(u) mantiene la misma
orientacion de la curva a(t).
b) Si ¢: [0; 2m] = [0; 2n] es una funcién real dada por

¢(u) =2 —u,

entonces y(u) = (@ o ¢p)(u) = a(p(u) = (cos(2m — u);sen (2m —u)) es
una reparametrizacion de a(t).

Como ¢'(u) = —1 < 0, entonces la curva y(u) invierte la orientacién de la
curva a(t).

LONGITUD DE ARCO DE UNA CURVA REGULAR

Definiciéon 11. Sea a:[a;b] » R" una
curva regular en {a; b], tal que
e a(t) = (a,(t); ay(t); ...; an(t)) w(a)

La longitud de arco de la curva medida desde
t=ahastat =bes e

b
L(C) = f lla*(£) llde / >

o (b)

b
- [ VIE@F -+ moF @

Fig. 118 -

Observacion 7. La funcién longitud de arco de la curva a(t) es dada por

t
SO =10 = [ le'@ldu ¢ € [o:)

Ejemplo 30. Halle la longitud de arco de las siguientes curvas

a) a(t) = (acost;asent;bt),desdet = O hastat = 2n

1, 1
b) a(t)=(t;1;€t +§t 1),desdet=1hastat=3

2 tZ )

t V2
¢) a(t) = (~2~+ t;?——- t;i—ln t) (t>0),desdet = 1hastat = 2
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d) a(t) (ftcosud J'tsen"d 4::1/2) desde t = 1hasta t = 4
alt) = u; u; ,desdet = lhastat =
1 V2u 1 V2u

Solucion .
a) a'(t) = (—asent;acost;b) y lla' (O]l = va? + b?

Luego. la longitud de arco desde t = 0 hastat = 2w es

2 2n
L = f lla' () lldt = [ JaZ ¥ bidt = 2nJ@ T b2
0 0
b) a'(t) = (1;0;%t2 -%t“2)

, [

Por tanto, la longitud de arco de la curvadesde t = 1 hastat = 3 es

3 3 .
L&) = fua (t)l[dt-—j _(tzﬂ-z)_-{f__%]l:};u
©) a'(t) = (t + 16— 1:%)
: ~ 1
“a'(t)”:j(t+1)2¢(t—1)2+2t2 \(ﬁwﬁt) \m

Por consiguiente, la longitud de arco de la curvadesde t = 1 hastat = Z es

2 , _ 2 1 _\/2‘
L(g)=f1 e (t)udt_f1 (ﬁt+7§;)dt— > (3 +1In2)u

d) ' (6) (cost sent 2)
V2t V2t Wt
cos’t sen?t 4 9 3
"ol = / + do= =2
lla" @I 2t T TR

\

Luego, la longitud de arco de la curva desde t = 1 hasta ¢ = 4 es

L(C) = f e (ollde = J' 4%4/2 -3V
1 1

Ejemplo 31. Halle la longitud de la curva a(t) = (¢t; 1 + t*), desde el punto en
que los vectores a(t) y a'(t) son paralelos de sentldos opuestos hasta el punto
en que los mismos vectores son ortogonales.

Solucién
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CALCULO 111
i) Sity eselvalordet donde a(t) y a'(t) = (1;2t) son paralelos, entonces
a(ty) = (to; 1+ t2) = ka'(ty) = k(1;2t,)

De donderesultak =t y t, = £1

" Para ty = —1, los vectores a(—1) =(-1;2) y a'(-1)=(1;-2) son
paralelos y tienen sentidos opuestos. '
Para t, = 1, los vectores a(1) = (132) vy a’(1) = (1;2) son paralelos y
tienen el mismo sentido. Luego, el valor de t;, que cumple con las
condiciones del problema es t, = —1

ii) Si t; eselvalordet donde a(t) y a’(t) son ortogonales, entonces
a(ty)ea'(ty)) =3t +2t3 =t,(3+2t3) =0

Luego, el valor de t; que cumple con las condiciones del problemaes t; = 0
Por consiguiente, la longitud de arco de la curvadesde t = —1 hastat = O es

‘ ¢ o — V5 1 —
L—_—f Ha'(t)“dt=f v1+4tidt = ——2—-—21n(\/5—-2) u
-1

Ejemplo 32. Sean las curvas

t
Ci:a(t) = 2In2(cost;sent;3),0<t <2nm
C: B(t) = (t+ 1;t%3t +3)
;En cuanto debe incrementarse t para que la longitud de arco de la curva C; sea

igual a V11 desde el instante en que C, interseca a C;?
Solucion
Sean t; v t, los valores del pardmetro t en las cuales las curvas C; y C, se

P P

cortan, esto es

£
a(t)) = Zl‘nl—Z(cos tyisenty;3) = (L) = (L, + 16,53t + 3)

De esta igualdad, se tiene

/ t‘
t, +1=2mzcos(ty).. (1)
’ t
t2=2mzsen(t;) .. (2)
3t,+3=3.2m2 .. (3)

Al resolver las ecuaciones (1) y (3), se obtiene cos(t;) = 1, de donde resulta
tl = 0 é tl - 27{ . .
Parat, = 0, se tiene t, = 0y estos dos valores satisfacen las tres ecuaciones
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2n
Para t; = 2m, se obtiene t, = 2m2 — 1 y estos valores no satisfacen la segunda
ecuacion.

Por consiguiente, las curvas C; y C, seintersecanparat, =0 6 t, =0
La derivada de la funcion vectorial a es

b t
a'(t) = 2inz(cost —sent;sent+cost;3) y |la'(®)|| =V11.2mz
Luego, la longitud de arco de la curva C; desde t = 0 hasta t es

L(C) = ft]]a'(t)”dt - \/ﬁftZFxlﬁfdu - \/H(z%z - 1) = V11
0 0
De donde resulta
Zfrf-2—1=1¢:>21n2=2<:>-——§=,1@t=1n2
Por tanto, el incremento de t debe ser In 2 desde ¢t = 0.

Ejemplo 33. Una particula se mueve en el espacio de modo que en cualquier
instante t su posicién es
a(t) = (2tcost; 2t sent; —t? + 2t)
a) Determine la rapidez de la particula en el instante t = 1
b) Si la particula toca al plano XY en el instante t = 0, halle otro instante ¢, en
que la particula toca nuevamente el plano XY.
¢) Halle el espacio recorrido por la particula desde t = 0 hasta t = ¢t;.
Solucién
a) a'(t) = (2(cost —tsent);2(sent + tcost); —2t + 2)
la" (D) = \/4(005 t—tsent)?+4(sent+tcost)?+ (2 — 2t)?

=222 =t +1

Luego, la rapidez de la particula en el instante t = 1 es

lla’ (DIl = 2v2
b) La particula toca al plano XY cuando z = 0. esto es.
z=-t’+2t=0t=0Vvt=2

Por consiguiente, el instante en que la particula toca nuevamente al plano XY
est =2
c) El espacio recorrido por la particula desde ¢ = 0 hasta t = 2 es

[r——

2 2 . 2 1 z 3
E=j lla’(®)lldt = [ V22—t +1=2v2 ( (t—:)-) +2dt
0 70 j@ 4 4’
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1 1\ 3 3 1 12 3
=vz|(e-3) [(e=3) +3+amle-a+ (t-3) +3

[3\/—-*-\/_ 3v2

> ~—“In@3+ zf)]

EJERCICIOS
1.- Encuentre la longitud de arco de las siguientes curvas:

a) a(t) = (2sent;5;2cost), t € [~10;10]
b) a(t) = (VZt;ef;e™), 0t <1

¢) a(t) = (2t;Int;t?), 1<t<e

d) a(t) = (f0t2cos(7ru2) du; fotz sen (mu?) du;3\/_§t), 0st<n

t
e) a(t) =a(t~sen t;1 —cost:4sen (~2~)> t €[0;2m]

s _
) a(t) = (t;In(sect);3),desdet = O hastat = 7 R. In(1++v2;
g) a(t) = (a(cost + tsent);a(sent—tcost)),a>0, te|[0;2m]

R. 21%a
h) a(t) = (t;In(sect);In(sect + tant)) ,t € [O; %] R. VZ2In(1 +v2)
i) a(t) = (etcost;etsent), t €[0;2] R. V2(e? - 1)

2.- La imagen de la funcidén vectorial y(t) = (cos4t;sen 4t;4) describe la

trayectoria de una particula que se mueve en el espacio R3

a) Trace la grafica de la trayectoria que describe la particula.

b) Dibuje los vectores velocidad y aceleracion para t = m/4.

c) Halle la ecuacién vectorial de la recta tangente a la curva descrita por la
particula en el punto A(0; 1; 4)

d) Calcule la longitud de la trayectoria que recorre la particula desde ¢ = 0
hasta t = 2m.

L.
"y

Sea la elipse descrita por x = acost ,y =bsent,t €0;:2n],0<b < a
cmiz

Demuestre que la longitud de laelipsees L = 4aJ V1—e?sen?tdt,
0

donde e es la excentricidad de la elipse.
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4.- Siuna curva tiene la ecuacion polar r = f(8),dondea <6 < b < a+2m,

demuestre que la longitud de arco es f Irz + d6 d6

5.- Use el gjercicio 4 para hallar la longitud de arco de las siguientes curvas dadas
en coordenadas polares
a) La cardioide r = 4(1 + cos @), 0<0 <2nm

byr=6,0<6<nm R. g(n2+1)1/2+%1n(n+\/7r2—+1)
ogr=e?,0<0<n v R. V2(e™ - 1)
d)r=sen’9,0<6<nm R 2+%J§1n(z+x/§)

e) r=1-cos8, 0<6 <2n R.8
Hr=1+4+cosf, 0<0<nm R. 4

6.- En los siguientes ejercicios, represente la curva dada mediante la interseccién
de dos superficies. Halle ecuaciones paramétricas para cada curva.
a) x*+2z%=4,y% 4+ 22 = 4 (primer octante)
R x=t,y=t,z=+v4~1(2
b) x2+y?+22=16,xy =4 (primer octante)

4 1 S
Rox=t,y==—,z=—/-t'+161~16

.
7.- Sea C una curva en el espacio dada por a(t) = j B(w)du
0

donde B(u) = (ucos(u);u sen (u); 1)
Calcule la longitud de arco de la curva € desde el punto a(0) hasta ei punto

a(1).
8.- Dadas las curvas
: 't
Cr:a(t) =(sent;1—cost;t) v C: () = (1 —cost;4 sen (-2—);t — sen t)

a) Halle si existe, un punto de interseccion entre C; y C,. En caso de que

J

exista, halle el angulo de intersecciéon. R. (0;0;0) y n/2
b) Calcule la longitud de arco de la curva C, comprendida entre los puntos

1 Tl’\/_> 2n

(000)y(223—2 RS
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9.- Un punto recorre una curva C © R3 de manera que el vector posicién a(t)
siempre coincide con el vector tangente a'(t).
a) Halle la ecuacion paramétrica de la curva C, si se sabe que
a(0) = (a; b;c),donde a,b,c >0 R. a(t) = (aet;bet;cet)
b) Halle la longitud de la curva C desde t = O hastat =1
R.Va+b+c(e—1)

x*+y*+2°=6

x?—y*+z2=4

a) Halle la ecuacién vectorial de la recta tangente a la curva C en el punto
(1;1;2) R. Lr:={(1;1;2)+t(—2;0;1) /t € R}

b) Halle la longitud de arco de la curva C desde t = O hastat = V5 R.S

10.- Dada la curva C:{

11.- El salto de una vizcacha es descrita por la funcion vectorial a(t) = (¢%; 21t
Calcule la longitud recorrida en el tramo cuando 0 < t < 1

R. 2[VZ +In(v2 + 1)]

1.7 VECTORES UNITARIOS: TANGENTE, NORMAL PRINCIPAL Y
BINORMAL

1.9 Definicién 11. Sea a:{a;b] » R" una
curva regular

El vector tangente unitario denotado por T(t)
en la direccién de a’(t) esta dado por

A0
"= ol | 24

v

Como ||T(t)}] = 1, entonces T(t) e T(t) = 1; /
luego al derivar esta expresion, se tiene

2T(t) o T'(t) =0 T(t) s T'(t) =0 Fig. 119
Asi, T'(t) es un vector perpendicular al vector tangente T(t), Vt € [a: b].
Definicion 12. El vector unitario que tiene la misma direccion que T'(t) (si

T'(t) # 0) se denomina normal principal a la curva a: [a; b] = R™ en el punto
a(t) y se denota por -
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RO
© = o | -
siempre que [[T'(¢)|| # 0 (Fig.1.20) z
Como a:[a;b] » R" es una curva regular, T,
entonces la funciéon longitud de arco de la
; ‘ T

curva a(t) es : 30 .

I(t) = f e’ ()l du /)/ y

a . T

La derivada de esta funcion real es X

U'(e) = lla"(Oll Fig. 1.20

Luego, de la expresion del vector tangente unitario, se tiene

a'(t) =11 (*
Esta ecuacion indica que la direccion del vector velocidad a'(t) es igual a la del
vector tangente unitario T'(t) y la velocidad escalar o rapidez es dada por

U = lla" (Ol
Si un objeto se mueve a lo largo de una curva C. el vector tangente unitario T'(t)
apunta en la direccién del movimiento. mientras que el vector normal principal
N(t) es ortogonal a T(t) v sefiala la direccion hacia donde gira el objeto (lado
concavo de la curva C). Ademas |IN()]| = 1.vt € [a: b].

Observacion 8. Sea a: [a; b] —» R™ una curva regﬁlar,,tal que @ = a([a: b)).
Si a'(t) es derivable en [a; b], entonces al derivar la expresion (*) resulta
a () =1"(OTE) + U'@OQT () = U"(OT) + UONT (OIN(E)

Luego, el vector aceleracion a''(t) es combinacion lincal de los vectores tangente

unitario T(t) v normal principal N(t).

z
e
Definicion 13. Sea a: [a; b] — R™ una curva
regular tal que o V
a(t) = 0,Vt € [a:b) al(r)

El vector unitario dado por

B(t) =T(t) X N(¢t)
se denomina vector binormal a la curva

¢ = a(la;b]) enel punto alt) (Fig. 1.21) X

<Y

Fig 121

Observacion 9. Sea a: [a; b] = R™ una funcién vectorial que tiene derivadas
continuas hasta el segundo orden, tal que a’(t) £ 0 v a'(t) # 0.Vt € [a; b].
i) La ecuacion de la recta tangente a la curva @ en el punto a(t,) es
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Ly (x;v;2) = a(ty) + s T(ty),s €ER.
ii) La ecuacidén de la recta normal a la curva en el punto a(t,) es
Ly: (e y:z) = a(ty) + AN(tg),Ae R
iii) Los tres vectores unitarios: tangente, normal principal y binormal forman
el triedro mévil o intrinseco y satisfacen las siguientes relaciones

B(t) =T() x N(t), N(t) =B(t) xT(t), T(t) = N(t) x B(t)
B(t)s N(t)=0, N({)sT(t) =0, B(t)«T(t) =0,Vt € [a;b]

PLANOS FUNDAMENTALES GENERADOS POR EL TRIEDRO
INTRINSECO

Definiciéon 14. (Plano osculador)
Sea a:[a;b] » R® una curva regular. El A
plano que pasa por a(ty) y es paralelo a los
vectores T(ty) 'y N(t,) se llama plano
osculador de la curva C = a([a;b]) en el
punto a(ty). (Fig. 1.22). La ecuacién o
cartesiana del plano osculador es T

Py: ((x;y; z) — (xo;yoizo)) *B(t) =0 m,, !

T

e

Plano
Normal

»
»
Y

Rectificante

Plano

—
z

~

N .' Y

Definicion 15. (Plano Normal Principal). El plano normal principal a la curva
regular a: [a; b] = R3 en el punto a(ty) = (xq; Vo; Z5). €5 el plano generado por

'

Ny B con normal T. La ecuacién cartesiana de este plano es

Pu: ((x;y:2) = (x0: ¥01 20)) » T(tg) = 0

Definicion 16. (Plano Rectificante). Es ¢i plano generado por T y B con normal
N. La ecuacion cartesiana es

Pr:((x: ¥ 2) = (%03 ¥0: 20)) » N{tg) = 0

Ejemplo 34. Halle los vectores tangente unitario, normal principal y binormai de

la espiral céonica a(t) = et(cos ti+sent]+ 75) en un punto arbitrario.

Solucion
a'(t) = (e*(cost —sent);e'(sent + cost); e?), |la' ()|l = V3 et
Ty =20 _ 1 (cost t:sent +cost;1)
= =—(cost —sent:sent +cost;1) -
e’ V3 , '
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T'(t) = %(-sen t—cost;cost—sent;0)y IT'(O] = \/é

N(t) = T,(t) '“i— t— t; t— t;0
=T Ol \/i( sent—cost;cost —sent;0)

1 1 2
B(t) =T({) XN(t) = (~—ﬁ(cost —sent); —ﬁ(sen t + cos t);ﬁ>

Ejemplo 35. Halle las ecuaciones de los planos normal principal, rectificante y
osculador de la curva

(xP+yr+zi=6 .. (1)

¢ {xz —y2+z2=4 . (2)
en el punto A(1;1;2)
Solucién
Al eliminar la variable y en las ecuaciones (1) y (2), se obtiene la curva
proyectada sobre el plano XZ, esto es,

Cyix*+22=5
La parametrizacion de la curva ¢, es

x=+5cost ,z="V5sent,t € [0;2n]
Ademds, si se reemplaza x? + z2 = 5 en una de las ecuaciones (1) 6 (2), resulta
y=1
Luego, existe una funcidn vectorial a: [0; 2] — R3 tal que

a(t) = (V5cost; 1;V5 sent),t € [0; 2n]
Ahora, sea t, € [0; 21}, tal que

1
a(ty) = (\/gcos to; 1;V5 sen t(,) =(1;1;2) = cost, = 7 ysenty =
v

Sl

Asi, los elementos del triedro mévil son:

a'(t) = (—V5sent; 0;V5cost) = a'(ty) = (—2:0; 1)

T(t) = Ha'gt;H (—sent;0;cost) = T(ty) = (-:/%; ; }E)
T'(t) = ( cost;0;—sent) vy IT'(O)l =1
N(t) = () (~cost-0--sent)=>N(t0)=(~-—14'():-——2—\ .
@l o NN
T ]k
2 1
B(t) =T XNt =" 5 ° 75 |=-1;0)
1 2
NN
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Por tanto, las ecuaciones generadas de los planos son:
Plano normal principal: 2x —z = 0
Plano rectificante: x+2z-5=0
Plano osculador: y=1

Observacion 10. Sea a:1 » R® una funcién vectorial cuyas funciones
coordenadas tienen derivadas continuas hasta el segundo orden. Las expresiones
de T(t), N(t) y B(¢t) en términos de la funcién a(t) y sus derivadas son

_al(t) _al(®)yxa’(t) _ fa’'@®) xa"(@®] xa'(t)
“Teol FY " Teoxaol VO = wo xe ol x @ O]

SiB(t) = b (5 vector constante) Vt € I, entonces la curva es plana. Asi, la curva
esta en el plano osculador.

T(t)

4t3
Ejemplo 36. Sealacurva C: a(t) = (t; 1-2t%1— ——)

3
Halle la ecuacion del plano osculador de }a curva C paralelo al plano z = —4
Solucion
Se tiene
a'(t) = (1; —4t; —4t2),a" (t) = (0; —4; —8t)
i 7
a'(t)yxa”(t) =11 —4t —4¢2|=(16t%8t;—4)
0 -4 -8t
Como el plano osculador es paralelo al plano z = —4, entonces el vector binormal

(que es la normal al plano osculador) es paralelo al vector k= (0;0;1).
Asi, la primera y segunda componente del vector a’(t) X a'(t) debe ser igual a
cero, es decir
16t°=0 y8t=0=t=0
Luego, el punto de paso del plano osculador es
a(0) = (0;1;1) y B(0) = (0,0,-1)
Por tanto, la ecuacién general del plano osculador es
P:[(x;y;2) —(0:1:1)] « (0;0;-1) =0 Pz =1

Ejemplo 37. Sea C la curva interseccion entre las superficies
C:y=(x—-2)* A z=(x—2)*
Halle la ecuacién cartesiana del plano osculador a la curva C en los puntos
(2:0:0), (3 L) y (x0: Yo 20)
Solucién
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Al hacer x = t, la regla de correspondencia de la funcién vectorial que genera la
curva C es
Ca@®) =t (t-2)5t—-2)%),teR
Luego, se tiene
a'(t) =(1;2(t—-2);2(t—-2)), a"(®) =(0;2;2)

-

7 j k
a'(®xa”t)=|1 2(t-2) 20¢-2)=-22)
0 2 2

_e@xe’) 1 o (0L 1V_ s
B0 = oo el " 75052 = (0 i) =8

Por consiguiente, la ecuacién del plano osculador que pasa por ¢l punto (2; 0; 0)
es

Py—z=0
Como el vector binormal B(t) = b es constante, entonces la curva C es plana y
descansa sobre el plano osculador, vt € R.

EJERCICIOS
1.- Determine T y N para cada una de las siguientes curvas:

a) a(t) = (acost;bsent), te [O;Zn],a,b >0
b) a(t) = (acosht;bsenht), a,b>0
¢) a(t) = (tcost;tsent;at), a>0
d) a(t) = (a®cost;a’sent;b*t)ent =ty , a,b constantes
e) a(t) = (3t%2+8t% -5t ent =0
f) a(t) = (9cost;9sent;3)ent=m
2.-Ent=0y t=1, encuentre el vector velocidad, ei vector aceleraciéon y la
rapidez para cada una de las siguientes curvas
a) a(t) = (10 sen 2mt; 10 cos 2mt)  b) alt) = (cos(wt?);sen (mt?}

. n n .
) alt) =¢et (coszt;sen Et) d) a(t) = (4sen 2nt; 4 cos 2mt)

e) a(t) = (cos(ZOOnt) ;sen (ZOOHC);—Z—%)

3.-Si a:{a; b] - R3 es una curva regular, demuestre que

a xa” N<BxXT @ xayxao
I —— = X = e
ll’ < o] CECRET
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4.- Dada la curva a(t) = (t2 + 1)T+ 8t] + (t% — B)E , halle el vector tangente
unitario en t = 1, escriba la ecuacién del plano normal, plano osculador y
plano rectificante en el punto a(1).

5.- Sea a(t) el vector posicién de una particula que se desplaza sobre la esfera de
centro en el origen y radio r. Demuestre que el vector velocidad es
perpendicular a a(t) en cada instante. Sugerencia: Derivar a(t) » a(t) = r?

6.- Dada la curva a = a(t) y un punto fijo @, demuestre que si la distancia
lle(t) — @} alcanza un minimo para t = t;, entonces a(t,) — Q es normal a’
a'(ty).

Sugerencia: [a(t) — Q] ¢ [a(t) — Q] alcanza un minimo en t = t,

7.- Demuestre que la tangente a una hélice forma un éngulo constante con el ej Z
y la normal es siempre perpendicular a ese eje.
Sugerencia: usar la parametrizacion a(t) = (a coswt ; a sen wt; bt)

8.- Determine los puntos en que la curva a(t) = (¢t — 1;t? + 1;3t) corta ai
plano3x -2y —-z+7=0 R. (3;56)y (0;2;3)

9.- Una particula se mueve a lo largo de la elipse 3x +y? =1 con vector
posicion a(t) = f(t)T+ g(t)j. El movimiento es tal que la componente
norizontal del vector velocidad en el instante t es - g(t).

a) ;Se mueve la particula sobre la elipse en direccién a favor o contraria a las
agujas del reloj? R. Contraria a las agujas del reloj.

b) Demuestre que la componente vertical del vector velocidad en el instante t
es proporcional a f(t) y halle el factor de proporcionalidad. R.3

¢) (Cuénto tiempo se necesita para que la particula recorra toda la elipse una
vez? R. 2n/V3

10.- Si una particula se mueve sobre la curva a(t). verifique que la aceleracion
a''(t) es siempre paralela al plano osculador.

11.- Halle los vectores T, N y B asociado a la curva a(t) = (t;t*; t3}. Ademas.
halle las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificante en £ = 1.

12.- Halle las ecuaciones de los planos esculador, normal y rectxﬁcame a ia curva
at) =(et+ et =1;t)ent = 0.
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13.- Si a: [a;b] > R3 es una curva regular y B'(t) existe, demuestre que B’(t)
es paralelaa N(t).

14.- Determinese T, N y B los planos oéculador, normal y rectificante en a(0)
para las siguientes curvas:
a) a(t) = (tcost;tsent;t) b) a(t) =(t—sent;1—cost;t)
¢) a(t) = (t%cost;sent)ent =1
d) a(t) = (t;1~t;t+t%) en (1;0;2). Demuestre que el plano osculador es
paralelo al eje Z.

15.- Dada la curva C:a(t) = (t;In(sect);In(sect + tant)); halle el triedro
movil en el punto en que la curva corta al plano XZ.

1 1
R.T=—(1;0;1), N =(0;1;0), B=—(-1;0;1
7 ) ( ) w’f( )

1.8 CURVATURA Y TORSION DE UNA CURVA

REPARAMETRIZACION DE UNA CURVA RESPECTO AL PARAMETRO LONGITUD DE
ARCO

Teorema 5. Sea a: [a; b] » R" una curva regular tal que a(la; b]) = ¢ vla
longitud de arco de la curva desde t = a hastat = b esL = Ibfia'(t)l|dt
Entonces, la funcién longitud de arco [: [a; b] - [0; L] dada ;or
s=10 = [ Ieoat
a

es continua y mondtona creciente en el intervalo [a; b].

Definicion 17. Una curva regular y: [0; L] — R" es parametrizada por la longitud
de arco s, siysolosi|ly’(s)lf = 1,vs € {0; L]

Teorema 6. Toda curva parametrizada por longitud de arco y: [0; L] — R™ es
una reparametrizacion de una curva regular a: [a; b] —» R" y esta dada por

y(s) = ale(s)) . Vs € [0; L]

b
donde L = [ la'(Olldt v p(s) =1{"*(s),s€[0;L]
a

En la figura 1.23 se muestra la curva reparametrizada y.
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Fig. 123

Ejemplo 38. Sea a: [0; +c0) - R® una curva regular definida por
a(t) = (cost;sent;t)
Halle:a)s = I(t) b) @(s) =17(s) ¢)y(s) = a(p(s)) d) T(s)
Solucién
a'(t) = (—sent;cost;1)

t t
a) s=l(t)=f |Ia'(u)||du=f \/sen2u+coszu+1du=\/§t,t,>_0
<0 [}

b) Como s = [(t) = +/2t , entonces la inversa de esta funcién es

@(s) =1"1(s) = T ,s=0

c) La reparametrizacién de la curva regular a en funcion de la longitud de arco s
es

0 =00 =)= (x5 ) )

d) y'<s>=(—%sen (—j.g)%c (%) f) Y Il =1,v5 >0

Por consiguiente, el vector tangente unitario T(s) es
0 == = (e () g () )
= =y'(s) =|——=sen |~=);—=cos|l—);—
Iy Il V2 2/ ' V2 \W2 V2
Ejemplo 39. Dada la curva

(4
C:a(t) = (t;In(sect) ;In(sect + tant)),t € [O:ﬂ ’
a) Halle la longitud de arco de C.
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b) Reparametrice C en términos de longitud de arco.
Solucién

/4 /4 .
a) L= f lla' (t)]ldt = V2sect dt =VZ In(vV2 + 1)
0

0
. .
b) s=1(t) = f la’(W|ldu = \fi In(sect +tant) ,t € [0;%]
0 ;

Al despejar t en términos de s, se tiene
2s

evz —1 s
t = @(s) = arcsen | ——— | = arcsen (~—~) ,S € [O; V2In(v2 + 1)]
z 2
evZ+1

Por consiguiente,

v(s) = alp(s))

= (arcsen (tanh (_\/%)) ;In (cosh (%)) ;In [cosh (;,:2—_) + senh (—\%)D
Vs € [0;V2 In(v2 + 1)] '

CURVATURA

Definicion 18. Sea ¢ una curva regular en el espacio R parametrizada por la
longitud” de arco, esto es, existe y:[0;L] » R? tal que y([0;L]) = ¢ . Sea
T(s) = y'(s) el vector tangente unitario a la curva en el punto y(s). (Fig. 1.24)

P~

Qe

o,

Fig. 1.24

La razén de cambio del vector T(¢t) con respecto a la longitud de arco s. esto es,

dT
—— se denomina vector curvatura de la curva @en el punto y(s) v es dado por

ds
AT _drde 1 T (IOl )
K@ == ‘E?'E‘””g_?‘na'(t)||“<ua'<;c>u)N(” *)
t
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Luego, el vector curvatura K(t) tiene la misma direccion que el vector unitario
normal principal N(t) y es ortogonal al vector tangente unitario.

Definicion 19. La funcidén escalar que multiplica a N(t) en (*) se denomina
curvatura de la curva C en el punto a(t) (Fig. 1.24) y se denota por

Il
KO =lwon

La curvatura k(t) es un numero real que nos indica que tanto se tuerce (o se
dobla) la curvatura C en el punto a(t).

Observacion 11.
i) La curvatura de una recta es igual a cero.

1
ii) La curvatura de una circunferencia de radio a es pr esto es
1
k(t) = 2 ,Vt €R

iii) La curvatura de una curva plana en su punto de inflexién es igual a cero.
iv) Si C:a:1 — R? es una curva regular, entonces la curvatura de la curva C en el
punto a(t) en términos de sus derivadas es dado por

lla' () x a" (@)l
lla' I

v) Si C es una curva plana regular en R?, entonces puede presentarse los
siguientes casos:
a) Si la ecuacion de la curva C es C:y = f(x), entonces la curvatura de C en
el punto de abscisa x = a es dado por

If" (@l
[1+ (f'(a))?]3/2
b) Si la ecuacién de la curva es C:x = g(y) . entonces la curvatura de la
curva C en el punto de ordenada y = b es

lg" (b)]
[1+ (g'(h))?]3/2

¢) Si la ecuacion de una curva € viene dada en su forma polar C:r = g(6),
entonces la curvatura de la curva € en el punto correspondiente a 8, es

k(t) = (solo en R3)
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224 (drY (d_zr
r+2(gg) v d92)
3/2
Crdry?
trz +(aa)] |

Ejemplo 40. Sea ¢ la curva de interseccion del cilindro
x2+y*+2(y—x)—2=0conelplanox —y—~2z—-2=0
Determine la curvatura de ¢ en el punto (3; —1; 1).

Solucién

Al completar cuadrados en las variables x e y, se tiene

P {(x—1)2+(y+1)2=4
U x—-y—-2z-2=¢

k=

Luego, al parametrizar la curva se obtiene
C:a(t)=(1+2cost;2sent—1;cost—sent) ya(d) = 3;-1;1)

De donde resulta

a'(t)=(-2sent;2cost;~sent—cost)ya'(0) = (32;,—-1)
a”(t) =(—2cost;—2sent;—cost+sent)ya'(0) = (~2;0;-1)

-

T
a'(0)xa”(0)=|0 2 —1/=1-22;4)
-2 0 -1

Por tanto, la curvatura de la curva @ en el punto a(0) = (3;—1; 1) es

_lle’(0) x @)l _ 28
T e @F 5

2z 2 153 N

_ t t V2,
Ejemplo 41.- Sea la curva ¢@: a(t) = (-5 + t;vé~ -t ~»2—-ln t}

Halle la curvatura de la curva ¢ en el punto donde la curva corta al plano XY.
Solucidén
La curva ¢ interseca al plano XY cuando la tercera componente de su vecror
posicion d(t) €s cero, esto es
V2
2
Luego. el punto de interseccion de la curva ¢ con el plano XY es

3 1
a(l) = P(~:~———;0)

Int=0=t=1

20 2
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Al derivar la funcion vectorial, se tiene

V2 V2
a'(t) = (t +1;t—-1; 2_t> y a'(1) = (2;0; —2—)

a”(t) = (1:1: "*2\%) y a’(1) = <1;1; ——\/—7)

2
@(1) X a(1) = (—? ;322;2)

. 3 1
Por consiguiente, la curvatura de la curva ¢ en el punto P (i' — E; ()) es

lla'(D) x 2" (I _2v2

KO="wmF -9

RADIO DE CURVATURA

Definicién 20. Sea ¢ a:/ — R® una curva regular, y sea k(t) la curvatura de la
curva Zen el punto a(t) donde k(t) # 0,Vt € I.
El radio de curvatura de la curva ¢ en el punto a(t) es dado por

1
FO=15

Observacion 12. A la circunferencia que
tiene como radio R(t) (Fig. 125) se
denomina circunferencia de curvatura o A

circulo de curvatura en el punto a(ty) de la c

curva @ con k(t) # 0. .

El centro de la circunferencia de curvatura ®

se encuentra sobre la recta normal a la @/ Z 4
curva ¢ en el punto a(ty). (Fig. 1.25), v alt,)
como los vectores T y N estan en el plano >

osculador, entonces la circunferencia de
curvatura se encuentra también sobre ei
plano osculador.

La circunferencia de curvatura (C,) estd en el lado coneavo o interior de la curva
¢y tiene la misma curvatura que ¢ en a(t,).

El centro de curvatura de la curva ¢ en el punto a(t,, es ei centro de ia
circunferencia de curvatura (£;) y es dado por

Colto) = a(te) + R{to)N(ty;
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Observacion 13. Sea @y = f(x) una curva plana, tal que f'(x) y f'(x) existen
en x = a. Entonces, el centro de curvatura Cy(xy;y,) de la curva ¢ en el punto
(a; f(a)) estd dado por

1+ (f(a)?

n=a- @] = s+ [

f"(@

Definicion 21. (EVOLUTA DE UNA CURVA) la evoluta es el lugar
geométrico de los centros de curvatura de una curva €.
La ecuacion vectorial de la evoluta de la curva a(t) es dado por

E®) =al(t) + RN

Observacion 14. Si @y = f(x) es una curva plana, entonces la ecuacion
cartesiana de la evoluta se obtiene de la siguiente manera: '
i) Se determinan las coordenadas del centro de curvatura Cy(x,; y,) en forma
general.
ii) De las expresiones obtenidas en 1), despejar x e y en términos de x, v ¥,.
iil) Sustituir en la ecuacion de la curva las expresiones de x ¢ y obtenidos en
i0). '
iv) En la ecuacion resultante que esta en términos de x y y,, sustituir x, por x
y Yo por y; asi, la ecuacion resultante serd la ecuacion cartesiana de la
evoluta.

. 1-2¢ ¢
Ejemplo 42. Dada la curva ¢: a(t) = ( 5 f esen Mgy, t)
2

{9
Halle la ecuacion de la circunferencia de curvatura de la cuiva £ en el punto

) _ 1

donde @coraal planox +y +z = 3

Solucion ,

Como Ia curva ¢ interseca al plano dado. entonces las componentes de la funcién
vectorial a(t) satisface la ecuacion del plano, esto es,

1-2t ! I
+| esmWdyutt=c-o | e Wdu=0et =27
2 2 2

A

s

Luego, la curva ¢ corta al plano dadc en el punto a(2m) = Py (
Por otro lado, se tiene
ad)y=(-1e*"51) y a"Crn)=(-11,1)
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CALCULO 111
a'(t) = (0; es"tcost;0) y a”"(2m) = (0;1;0)

a'2r) x a"(2n) = (—-1;0; —1)

[a'2r) x a”"(2n)] X a'(27) = (1;2; -1)

_ [a'(2m) x a"(2m)] x a'(27) o
Ve S een x el x @@l - v Y
R(2m) = lle” @I = 3v6 (radio de curvatura)

la'm) x a”Cm)| 2
Asi, el centro de curvatura de la curva ¢ en el punto a(27) es
Co(2r) = a(2m) + R(2U)N(2m)

_(1——247r 02) #[%(1;2;_1)]=<2~2n3

La ecuacion del plano osculador de la curva ¢ que pasa por el punto a(2m) es

4 — 3)
2

1-4n ' H
5 ;0;27t)]~(——1;0;——1)=0:vPo:x+z=§

P,: [(x;y; z) — (

Como las coordenadas del centro de curvatura satisfacen la ecuacion del plano
osculador, entonces la circunferencia de curvatura se encuentra sobre el plano
osculador.

Ejemplo 43. Dada lacurva C: a(t) = (2t% 1 —t;3 + 2t?%)
Halle la ecuacion de la recta paralela al vector curvatura K(t) que pasa por e}
punto a(t,), donde el radio de curvatura es minimo.

Solucién

a'(t) = (4t;—1;4t),a’'(t) = (4;0;4),

—

_ T 7 k
a@Oxa"(t) =4t -1 4¢)=4%04;
i4 0 4
Luego.
a'(t)IP 24
R(ty) = la” o)l —— (14 32t3)%% R’ (to)———t0(32t0+1)1/2

lla'(te) X a"(t)ll ~ a2 V2
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Al igualar a cero la derivada de R, el inige punto critico de R es t, = 0.
Por el criterio de la primera derivada, se tiene

Intervalo Signo de R'(t,) R(ty)
(—0; 0) - decrece .
(0; +o0) + crece > Min

Asi, el radio de curvatura es minimo en t, = 0,
Ahora,

[a'(0) x a”(0)] X a’(0) = (4;0;4)

a'(0) xa"(M)] xa'(0 1
Ny = HOXOIXT© _ 1
Ila’'(0) x a” (W] x a’' (Ol vZ

la'(0) x a"”(0)|]

lla’ (0)11®
Por consiguiente, la ecuacion vectorial de la recta paralela al vector K(0) que
pasa por el punto a(0) = (0;1;3) es

L. (x;y;2) =(0;1;,3)+t(4;0,4),t e R

k(0) = =4V2, K(0) = k(0)N(0) = (4;0;4)

Ejemplo 44. Halle la ecuacion cartesiana de la evoluta de la parabola y = x*
Solucion

yl — f‘/(x) = 2x , yI/ -— fll(x):: 2

Luego, el centro de curvatura (x,;y,) de la
curva plana dada es y=x

14 4x?
2

= —4x3

x0=x-—2xl

N!—

14 4x?
2

_6x2+1
)

YO=x2+{

Al despejar x e y en términos de x; v y, , s¢ Fig. 1.26
tiene

== (540“)1/3 P YT Zyﬂs_ :

Al reemplazar estas expresiones en la ecuacion de la parabola. se obtiene

W
W
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, 16 1,3
7 =55 (%0 - 3)

Por tanto, la ecuacién de la evoluta se obtiene al reemplazar x, y y, por x e y,
esto es

5 2_16( 1)3
EFV TS

TORSION

Sea a: [a; b] — R? una curva regular parametrizada por longitud de arco, tal que

a(la;p]) = ¢
Mﬂ=<m@k%ax%a»ys=Mo=£ﬁammuwtemm]

La razén de cambio instantaneo del vector binormal con respecto al pardmetro

dB
longitud de arco s, I determina el grado de torsion de la curva ¢ en el punto a(t).

Para los vectores unitarios, se tiene
B(t) = T(t) x N(t), B'(t) = T(t) x N'(t)
N(t) x B'(£) = N(t) x [T(t) x N'(t)]
=[N N'OIT®) = [N « TOIN' () =0

Luego, los vectores N(t) y B'(t) son paralelos.
Al derivar el vector binormal con respecto al pardmetro longitud de arco, se
obtiene

dB(t) dB(t)dt 1 dB(t) 1
ds  dt ‘ds la'®l dt 'l

B'(t)

Como los vectores N(t) v B'(t) son paralelos, entonces se tiene
dB(t) ON(
dS =T ( )

Donde 7(t) es una funcién real. Al namero real (t) se llama torsién de la curva
@ enel punto a(t).

Observacion 15.
i) t(t) = 0,vt € I siysolosi €es una curva plana“
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FUNCIONES VECTORIALES

ii) La torsién 7(t) mide como se esta torciendo la curva ¢ con relacién al plano
osculador.

iii) Si a: [a; b] » R2 es una curva regular parametrizada, tal que a’(t),a’”’(t) y
a'’ (t) existen en [a; b], entonces se tiene

_ ld@®xa"" ®)]ea''(t)
(0) = aoxa O

Ejemplo 45. Halle la torsion de la curva C:a(t) = (cost;sent;t)ent =0
Solucién

a'(t) = (—sent;cost;1), a'(t) = (—cost;—sent;0)

a''(t) = (sent;—cost;0), a'(0) =(0:1;1),a"(0) = (~1;0;0)
a’(0)=(0;-1,0), a’'(0) xa"(0) =(0;-1; 1)

Por tanto, la torsion de la curva dada en el punto correspondiente a t = 0 es

@ @®xa"©]ea"(0) 1

O = O x e O 2

2t+1 t2
Ejemplo 46. Sea @una curva dada por a(t) = < ; —T'T=1 t+ 2)
a) Halle la torsién de lacurva ¢ Vt # 1
b) Halle la ecuacion del plano osculador en la que se encuentra la curva dada
vt # 1.
Solucién

0 = 3oz 1) = (=i 0]
a)a(t)—(—-(t_l)z,(t__1)2,1>, a (t)*<(t__1)3'(t_1)3‘ )

18 -6
@ (t) = (— TRy 1)4;0) Ja' () xa" ()] ea" () =0, vt 1
Luego,
(t) = La(5) > a"(O)] » (1) =0,vt#1

lla' (&) x a” (OI?

Por tanto, la curva € es plana paratodo t # 1
b) Es facil verificar qhe

() X () = e (~1,3:=3), B(O) = ot
a'(t) x a"(t) = —— (~1;3;-3), B(t) = ———
3 ! V19(t - 1)

=1 (-1,3:-3)

L
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Por consiguiente, la ecuacion del plano oscular en la que se encuentra la curva
dada, Vt # 1 es
2t+1  t?

_—, 2 o (—1; el = 5
t—l't—l't+ )] (—=1;3;-3) =0, estoes

Py: [(x;y;z) - (
Py:x—3y+3z—-5=40
t
Ejemplo 47. Dada la curva @: a(t) = (t —sent;1—cost;4sen (E)) , halle

la curvatura y la torsion de la curva ¢ en el punto donde el plano normal principal
a la curva es paralelo al plano z = 1.

Solucion
Como el plano z = 1 es paralelo al plano normal principal, entonces sus vectores
- a'(t
normalesk = (0;0; 1)y T(t) = m son paralelos. Luego, se tiene
T (Y — L1 C0Y = (00 sent =20 -
kxa'(t)=(-sent;1—cost;0)=1(0;0,0) & {1 — cost = O:=>t 0

También, se tiene

t , 1 ty
a'(t) = (sen t;cost;—sen (é-)) , a'(t) = (cost;—sen t; «Ecos (—))

\
a'(0) = (0;0;2), a"(0)=(0;1;0), a"(0)= (1; 0; —%} y
a'(0) xa"(0) = (~2;0;0)

Por consiguiente, la curvatura y la torsion de la curva @ en el punto
a{0) = (0;0;0) son

lla'(0) x 2" (@)l _ 1

KO = or - "
) < QX)) 1
@ xa"@F 2

Ejemplo 48. Determine la ecuacion del plano oscuiador y la torsion para la curva
/ 1 | S \\
e a(t) = (arctan t;———:In(t+v1+£t2)}
1+t Y
en un punto donde el vector tangente a la curva tiene la direccion de ia recia
Lix+l=y—-1=2-2
Solucién
Como a'(¢) ( ! !
omo a = ; He
© 1+ A+ 02 yig 2
L:(x;v;z) =(—1:1;2) +s(1;1;1),s € R, entonces

) es paralelo a larecta 4
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i j k
. 1 1
a'(t) x d = - ! -
1462 (141t)?2 1+t¢2
1 1 1
~ ( 1 1 L. 1 1
TN+ T2 1+t Tl 14t 1+ c)2>
= (0;0;0)

De donde resulta t = 0
También se tiene
a(0) = (0;-1;0), «'(0O) = (L, ;D
2t 2 t

«(t) = (~ A+ (d+08 1+ t2)3/2) » @(0)=(0:=2;0)

-2+6t* 6 2t* -1 )
O \GrEr T o areyr) O 7 CHETD

a'(0) xa’”(0) = (2;0;,-2)
Luego, la ecuacion del plano osculador de la curva @ en el punto
a(0) = (0;-1;0) es
Pol(x;y:2) —(0;=1;0)] (2,0, -2) =0 = Pix—2z=0
La torsion de la curva @en el punto a(0) = (0; —1;0) es

[@'(0) x a”(0)] e’ (0) 1

O =T < e (0] 3

Ejemplo 49. Dada la curva

oy xz—3x—2z+3=0
¢ 28 —yz+3y—4z+4=0
Calcule su torsion en i punto en que ia curva atraviesa ei plano XY.
Solucién
Al hacer z = 0 en las ecuaciones de las superficies que generan £, se obtiene
{—-39( +3=0 .. (D
3y+4=0 .. (2)
4

Alresolver (1) y (2), se obtienex = 1,y = -3

. E
Luego, la curva interseca al plano XY en el punto P, (1; -3 0)

2
13
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Al despejar x en la ecuacion de la primera superficie e y en la ecuacién de la
segunda superficie, resulta

2z -3 _ZP—4z+4

z—3 ' VT T 7-3

Al definir z = t, se obtiene la ecuacion vectorial de la curva ¢, esto es

© = 2t-—3't2—4t+4_t n=(1_%0
=\ T = ya()“(’_?)

De la funcion vectorial a(t), se obtiene

s 3 tP-6t+8
“(t)‘(_(t—w' (t —3)2 '1)'

() = ((t —63)3 ac —23)3 0). @@= ("i"'z—' 0)

a'(t) = (“ (t i83)4;—(t _63)4;0), a"(0) = (_2_67:;_527;0>

Por tanto, la torsién de la curva ¢ en el punto correspondiente a t = 0 es

[2(0) x a"(0)] » @"(0)
O = xeor -0

COMPONENTE NORMAL Y TANGENCIAL DE LA ACELERACION
Sea ¢ una curva regular en R? | esto es, existe una funcién vectorial
a: [a; b] — R3 tal que a([a; b]) = ¢

Sea a(t) = (ay(t); ay(t); az(t)) el vector posicion de una particula P que se
mueve en el espacio, donde t es el tiempo. Entonces ¢ representa la trayectoria de
la particula. ’

Luego, el vector velocidad de la particula en cualquier punto a(t) = Q € € es
dado por

v(t) = a’(t) = '(OT() = lla"(ONT(¢)

donde T es el vector tangente unitario y  es la funcién longitud de arco.
De la observacion 8, el vector aceleracién es dado por
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FUNCiONES VECTORIALES
a®) =v'@t) =1"(OTE) +UET'() = a"(t)
a(®) =1"(OTE) + kO OI*N(t)

Definicion 22. El coeficiente de T'(t) se llama componente tangencial de la

aceleracion y se denota por

Z
ar(t) = 1"(0) * o)

El coeficiente de N(t) se llama componente N
normal del vector aceleracioén y se denota por

C/ T
[ax(0) = KOU©OF] Pt
La rapidez de la particula en un instante ¢ es — >y
X atr)
vl =U'(t) Fig © 2/

La componente tangencial de la aceleracion es la razon de cambio del médulo de
la velocidad de la particula.

La componente normal de la aceleracion es siempre positiva.

Ademas vemos que si el modulo de la velocidad es constante. entonces la
componente normal aumenta al aumentar la curvatura.

Esto explica por qué un automovil que toma una curva cerrada a velocidac
moderada o a una curva suave a gran velocidad exige, en ambos casos. una fuerza
normal (rozamiento de los neumaticos) de gran magnitud para que ¢l vehiculo no
se salga de la carretera.

Ejemplo 50. Una particula se mueve segun la ley
a(t) = (t; In(sect + tant); In(sect))

Halle sus vectores velocidad y aceleracion, su velocidad escalar, los vectores
unitarios T y N.y los componentes normal y tangencial del vector aceleracion.
todo para t = /3.
Solucién
' T Y
v(t) = a'(t) = (1;sect;tant), v(§)= (1;2:\/3) =v
. m —
a(t) = a"(t) = (0;secttant; sec’t), a(§> =(0;2v3;4) =a

I'(t) = lla’'(t)]] = V2sect, U (g) =22

i
I"(t) =V2secttant , " (g) =2V6

La velocidad escalar, el vector tangente unitario y la curvaturaen £ = /3 son

59



CALCULO 1[Il

v=r(3) =22
m a'(3) 1
T(g) :m=§\/—§(1;z;x/’3‘) =T
(@=L esl L,
lec )
Como a = 1" (g) T+k [l'(g)]z N, entonces N = (—iz—g; o;%) y

w@)=r()=2 a)=s[G -2

EJERCICIOS

1.- En los siguientes ejercicios halle los vectores unitarios T, N y B.
a) a(t) = (1+t;3—t;2t+4) b) a(t) = (e~? e 1 +t?)

) a(t) = (e sent;ecostie™t) d) a(t) LA
a(t) = ; ; = ; ;
¢ e sentie stie “ 1+t'1+¢t"1+¢

2.- Sea ¢ una curva de ecuacidn vectorial
C:a(t) = (t;In(sect) ;In(sect + tant))
Halle los vectores T, N y B y la ecuacion del plano osculador en el punto en
que la curva corta al plano YZ.

; , .
R.T=——1;0;1,N=0;1;0,B=(— )P:x~z=0
\/E( ) ( ) Y

1 0 1
vZ2' V2
3.- En los siguientes ejercicios, halle para el valor particular dado ¢, los vectores

T, N v B: la curvatura, las ecuaciones de ia recta tangente v ia ecuacion de!
plano osculador a las curvas

a) a(t) = (efcost;etsent;e’),t =0 R. Pix+y—2z+1=0k =

‘'t t N\
) alt) = =);2senh (=);2t],c=0 R Bi2y—z=0k =
by a(t) (ZCOSh(Z),Zsenn (2),2t), 0 R.B:2y—2z=0;k

. ""Jl 3l

“
i
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t? 3
4.- Sea ¢ una curva de ecuacién vectorial a(t) = <2t; —_— —)
( 773
a) Halle el centro de la circunferencia de curvatura en @(0). R. (0;2vZ;0)
b) ;Cual de los siguientes puntos

P(0;VZV2),  P(2V2:2V2;0),  Ps(¥2:0;0)

pertenece a la circunferencia de la curvatura? R. P,

5.- Si ¢ tiene la representacion paramétrica

20) e oy

Determine todos los puntos en donde £ tiene un vector tangente paralelo a uno
de los planos coordenados.

a(t) = (cos t;sent;

6.- Si ¢ es una curva con representacion paramétrica

)
cr(t)z(t;l—+—f;1 t)

t t
a) Calcule su torsién R.t=0
b) Determine la ecuacion del plano osculador en el puntoenque t = 1
R.Pix—y+z+1=0
¢) ;Seria distinta la ecuacion del plano osculador en otro punto? Justifique su
respuesta. R, Es el mismo.

7.- Sea ¢ una curva con representacion paramétrica
a(t) = (2 — V2122 — 1))
Halle su torsidn en el punto de interseccidn de la curva con el plano
x+y+z=5 Rot=0

8.- Dada ia curva parametrizada por a(t) = (1 — 2t;¢ £ 2e27D) )
Halle la ecuacidn del plano que contiene a ia circunferencia de curvatura de iz
curva en el punto donde a'(t) es paralelo a a(t). Determine también si e}
punto (3; 2; 14) esta en dicho plano. R. P 2x+4y—z=10

9.- Sea ¢ la curva de interseccion de las superficies y? = x,x? = z. En el punto
(1:1;1), halle los vectores unitarios T, N y B; ecuacion del plano osculador.
plano normal y del plano rectificante.

10.- Sea C una curva parametrizada
a(t) = (a(cost + tsent);a(sent —tcost); t%),t =0
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Reparametrizar la curva con respecto a la longitud de arco como parametro.

11.- Dada la curva parametrizada por a(t) = (3t%;5 — t; 5 + 3t?)
Halle la ecuacién de la recta paralela al vector curvatura y que pasa por el
punto a(t;) en donde el radio de curvatura es minima.
R. L ={(0;5;5) +4(1;0;1) /A € R}

12.- Halle la distancia que recorre una particula que se desplaza sobre la curva
C:x*+y*+z2=1Ax+z=1

373 R

1 V2 1 2
desde el punto A(1; 0; 0) hasta el punto B ( V2 ) \:

13.- Dada la curva parametrizada por
a(8)=(6 —senf;1—~cosB), 0<8 <21
y sea L la recta que pasa por el centro de la circunferencia de curvatura de la
curva en 8 = /3, en la direccién del vector curvatura.

yis
Halle la interseccion de L con el eje X. R, (5’ 0)

14-Dadalacurva C:x2—2yz=0 Ay+z—V2x—1=0

1 11
.a) Halle la ecuacion del plano osculador en el punto (— —_— ~)
) p p V344
b) Halle la curvatura y la torsién en dicho punto.
) 1-2t (* o
15.- Dada la curva parametrizada por a(t) = -—2—-—f esidy ; L)
C

Halle la circunferencia de curvatura de ¢ en el punto donde la curva

1 3 3
intersecta al planox +y +z = 5 R. Centro: (2; 3; - E) , Radio: E\/6

16.- Halle el radio de curvatura de la curva a(t) = (3t — t3; 3t?; 3t + t3)
en el punto (~2;12;14).

17.- Halle la torsion de la curva a(t) = (1 + t;et*%;t% + 1) (t = 0) en el punto

;e"’t;1+2t\),t20
4

de interseccion con la curva S(t) = ( 171
+
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18.- Si ¢ es una curva en R3 descrita por
t
a(t) = (t —sent;1—cos t;——4cos—2;),t € {0; 2m]

Halle la longitud de arco de ¢ entre el punto de curvatura méxima y el punto

de curvatura minima. R. L = 442

19.- Demuestre que la hélice descrita por a(t) = (a coswt; a sen wt; bwt)

tiene curvatura constante k = ———
_ a? + b?
20.- Un punto se mueve en el espacio segin trayectoria
a(t) = (4cost;4sent;4cost)
a) Pruebe que la trayectoria es una elipse y halle la ecuacién del plano que
contiene dicha elipse.

b) Pruebe que el radio de curvatura es 2v2(1 + sen?t)%/?

21.- Para la curva cuya ecuacién vectorial es a(t) = (e%; e ™*;v2t), demuestre
, V2
que la curvatura es k(t) = s
(et +e™t)

22.- Calcule ¢l radio de curvatura de las siguientes ecuaciones polares:

02 + 1)%/? .
£62—+)2— b) r = 66, R. \[289

T 2
c)r=14cos8 en 8 =—, R. -,IZ+\/§
4 3N

23.- Encuentre las componentes tangencial y normal de la aceleracion en ei
instante t = 2 para el movimiento de una particula, descrito por la curva

a)r =6, R.

a(t) = (ln(t2 +1);2arctant; 2y t% + 1) R.ar=0, ay = ——

24.- Encuéntrese la trayectoria ¢ = a(t) de una particula dado que
a(0) = (0;0;1600) . a'(t) = (500;1000; —32t). ;Qué distancia recorre ia
particula comenzando en el instante ¢ = 0 antes de tocar el plano XY?
Proporcione formulas para las componentes normal y tangencial de la

aceleracion. (Cual es el radio de curvatura de la trayectoria cuando t = 5?
R. a(t) = (500;1000¢; —16t% + 1600),d = 11284 R(5) = 40950

25.- Una particula se desplaza sobre la curva €, descrita por
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) ,
a(t) = (§ (2t +4)3/2;4 - 2¢;t% + 4t) , con una rapidez constante de 4 m/seg

Si la particula parte del reposo del punto (0; 8; —4)
a) Halle el vector velocidad y las componentes tangencial y normal de la
aceleracion en el instante en que cruza a la curva C,, descrito por

4 4
B(t) =(§+ t2;2t;20—-—10t) Roar=0, ay=g3

b) Desde que la particula parte del reposo, ;cuanto demora hasta cruzar C,?
R. t =2seg

26.- Dos particulas se mueven de acuerdo a los vectores posicion

a(t)=A+2+30) y pt) =1 —-t;3-1¢3)
respectivamente, donde t es el pardmetro, partiendode t = 0

a) ¢Colisionan las particulas una a otra? En caso que sea asi ;en qué punto?

b) Halle las ecuaciones de las rectas normales a ambas trayectorias en el punto
donde estos sean paralelos. R. L={P/ P=(0;2) +t(-3;1),t € R}

27.- Sea ¢ una curva descrita por la funcién vectorial

a(t) = (a®cost;a’sen t; b*t) con a y b constantes. Determine la curvatura,
radio de curvatura y torsion en cualquier punto.

28.- Sea S el sélido encerrado por el cilindro parabélico z =4 — y? v por el
paraboloide eliptico z = x? +3y? y £ la curva de interseccion de ambas
superficies. Halle la longitud y la curvatura de ¢.

29.- Sea C la curva descrita por f(t) = (2t% 1 —t;3 + 2t?) v P, el centro de
curvatura de C en el punto donde la curvatura es maxima. Halle la ecuacion de
la recta que pasa por P, paralela al vector curvatura.

4 3
30.- Sea ¢ la curva descrita por a{t) = (gcos t;1—sent; —gcos t) >0

;
/

Demuestre que ¢ es una circunferencia y encuentre su centro y radio.

: - ‘ ’ > ;: H ;- . FERN \

31.- Sea la curva ¢ descrita por a(t) = (ln(t +y1+t2); T in(i+1t);
\ +

Halle la ecuacion del plano osculador v la torsion para la curva ¢ en un punto

donde el vector tangente tiene la direccion de larecta x = 1 =y -2 =2z - 5.

~.,
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32.- Sea la curva ¢ en R® descrita por a(t),t € D,. Halle el centro de curvatura

de ¢, en el punto a(1) = (3;1;3), si se cumple que el plano osculador en
dicho punto es 3y — x = 0,

won 20t 2V/10 A e,
a (t)—\/wt2+1T(t)+\/10t2+1N(t), a()eN(1) >0y a'(1) =(6;2;2)

R ( 18 6_25
(g

33.- Halle las coordenadas del centro de curvatura de la curva C; descrita por
a(t) = (t3+6;3t +4;t>) en un punto de interseccion con la curva C,
descrita por B(t) = (t% — 3;3t — 5;In(e* + t — 1))

34.- Halle la ecuacién del plano osculador a la curva C descrita por
£2 ¢3 ’
a(t)=( 5 3) parat = 2.

35.- Una particula se mueve en el plano a lo largo de la espiral = e? con una
rapidez constante de 5 pies/seg.

a) Calcule el vector velocidad v las componentes de la aceleraciéon de iz
particula cuando 6 = /4.

' 25 ‘
R. v( )—(O 5), ar =0, ay =—2—ﬁe‘”1’1

b) ;(Cuanto tardara la particula en ir desde el punto correspondiente a 8 = 0
hasta el punto correspondiente a 8 = n?

R. t=f?(e"—l)

¢) Si 8 = 0 cuando t = 0, halle la funcidn vectorial que describa la trayectoria
de la particula.

R. a(t) = <(5:t + 1)(cosln (%t + 1));5671 (ln(%t + 1))/}

36.- Halle Ia curvatura k() y la torsion 7 (i) para la curva £ descrita por

/4 3
a(s) = ( coss;1—sens;— z cos 5/) stendo s la longitud de arco de fa curva £.

.Sobre que superficie se encuentra la curva ¢?
R.k(m)y=1, r(m)=0,3x+4z=0
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37.- Halle el centro de la circunferencia de curvatura y el plano osculador de la
curva C: a(t) € R3,t € Ren a(0) = (0; 0; 1), si se sabe que:

2 t?
a'(0) =(0;0;2), T'() = 5(2; 1;-2),T'(t) es paraleloa (— t;-i- -1; t) y

a'’(t) = 2tT(t) + 2N(t)
R. (0;2;1),x = 0.

38.- Halle y grafique el circulo de curvatura y una porcién de la curva ¢ descrita

por: a(t) = (tsent +cost;sent —tcost),t > 0 en un punto en donde el
vector tangente es paralelo al eje X.

39.- La curva ¢ es la interseccion del cilindro x? + y? + 2(y — x) —2 = 0 con el

plano x —y — 2z — 2 = 0. Halle la curvatura, torsioén y el plano osculador en
el punto (3; —1; 1). '

40.- Una particula se desplaza en el plano R? a lo largo de la curva ¢ de ecuacion
y =In(x +Vx?—1),x = 1 con rapidez constante (v3/2) m/ seg. y parte
del punto (1; 0) en el instante t = 0. Halle la ecuacién del circulo de curvatura
de @ en el punto en que se encuentra la particula desp‘ués de haber transcurrido

2 seg desde su partida.
2

' 2
R, (x—4)2+(y+7_§—1n(2+\/'3')) =16

41.- Sea C; la curva descrita por la funcién
a(t) = (1+t;e3 5 In(t? + 2t + 1) — In4) y C, la curva descrita por

1 , iy
B(t) = (?;4‘/ [tl—=1;=1In t)) . Halle la torsién de la curva C; en el punto

de intersecciénde C; y C,.

42.- Diga si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones. Justifique su

respuesta.

a) Sea a(t) = (a,(t); ay(t); as(t)) una funcién vectorial. Si ¢t es la longitud
de arco, entonces los vectores a'(t) y a''(t) son ortogonales.

b) Si a: [a; b] — R? es una curva, tal que |la’(t)|| = 1. entonces a(t) es una
circunferencia en R3. ,

c)Lacurva a(t) = (2t% 1 — t; 3 + t2) interseca al plano
3x — 14y + z — 10 = 0 en dos puntos. R. VFV
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2
FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES
LIMITES Y CONTINUIDAD

2.1 FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Definicion 1. Una funcion real de n variables denotada por f:D c R" - R es
una regla de correspondencia que asigna a cada n-upla de nimeros reales
(%4;%3; ..;X%,) de un conjunto D del espacio R™, un unico namero real z
denotado por

Z = f(X4; X2} i Xn)
Las variables x;; X5; ...; X, se denominan variables independientes de la funcion.
mientras que z se llama variable dependiente.

El domino de la funcién f es el conjunto
Df = D = {(x; X2 ...:?cn) ER"/Iz€ RAzZ= f(xix ..i %)} € R"
El rango o recorrido de la funcion f es el conjunto

Rr={z€R/ 3(xs;x25 ;%) EDAf(xp5 %55 %) =2} € R

Ejemplo 1. Determine el dominio y rango de la funcién

flay) =y36—x*—y?
Solucion
El dominio de la funcién f es el conjunto

) ‘-'{(x:y)ER2/36—XZ—'}’220}={(X,}1) ERZ/XZ +y2 S36}

Es decir. ei dominio es el conjunto de todos los puntos que se encuentran en la
circunferencia x* + y? = 36, o en su interior.
Como36-x2—y? 20 0<x?+y? <36 = 0<36-x>—y> <36
©0<z=,36—-x*-y?< V36 = 6, entonces el rango de la funcién f es el
conjunto

Rr={zeR/ 0<z<6}=][0;6]
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Definicion 2. Sea f:DcR®™—R una

funcién de n variables reales con dominio D. Se
denomina grafica de la funcion

z = f(xqy;...;x,) al conjunto de todos los

puntos {(Xy;Xy; ...;Xn;2z) cuyas coordenadas

satisfacen la ecuacion z = f(xy;x5; ...;x,) Y S¢€

escribe

Gr = {(x1; x5 s Xn32) ER™ [z = x50 %)} € R

Para el caso n = 1 (funcién de una variable real) la grafica es una curva, mientras
que para n = 2 adopta la forma de una superficie en el espacio R3. siendo f(x;v)
la distancia orientada desde (x; y; 0) hasta (x; y; f(x:y)) (ver fig. 2.1)

Al referirnos a una funcion dada por la ecuaciéon z = f(xy;...;x,,), se supone (a
menos que se especifique explicitamente alguna restriccion adicional) que el
dominio esta formado por el conjunto de n-uplas {x;; ...; x,) para los cuales z es
un nimero real.

1
Ejemplo 2. Dado f(x;y) =6+ 5‘/36 —9x? — 4y°

a) Encuentre el dominio v rango de la funcion.
b) Trace la graficade f.
Solucion

a) De = {{x;y) ER* /36 —x? —4y* 2 0} = %(x;y) € R?/

Luego, el dominio de f es el conjunto de todcs

los puntos (x; y) que estan en
2 2
la elipse T + ) = 1. o en su interior

El rango de la funcion f es ei conjunto
¢ 1 . .
Rf={zeﬁa/6sZ36+§v36=8§

= [6:8]
b) La grafica de la funcion f es ia superficie que
se muestra en la figura 2.2 © T

Ejemplo 3. Determine analitica y graficamente el dominio de las siguientes
funciones
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a) f(x;y) =In(y* — x?) + arcsen(y — 2) — /9 — x2 — y2

J16 —x2 —y? N Jy -1
In(x* +y2 —4) [z )2

by g(x;y) =

Solucion

a) D ={(x;y) ER? /y* —x*>0A-1<y—-2<1A9-x*—-y? >0}
={(x;y) ER? /Jy?>x?A1<y<3Ax?+y?<9}

Luego, el dominio de f es el conjunto de puntos (x; y) que se encuentran entre las

rectasy = —x y Yy = x, interior o sobre la circunferencia x? + y% = 9 y entre las

rectasy =1 y y = 3, como se muestra en la figura 2.3 (las lineas punteadas no
forman parte del dominio).

Fig. 2.3

b)Df ={(x; ) ER? /16 —x? =y 2 0Ax2+y2 =4 >0Axt+y2 —4 % 1
Ay —120Ax%—y%>0)
={(y) eRY /x?+y? S16AX*+y2 > 4Ax* + Y2 2 SA(Y < ~1Vy 2 D)AxE ~y? >0}

Por consiguiente, el dominio es el conjunto sombreado en la figura 2.4.
Las lineas punteadas no forman parte del dominio.
Ejemplo 4. Si f(x+y;x —y) =xy + y%, halle f(x;y)
Solucién ‘
. 1 1

Alescogeru = x+y y v = x — y, se obtiene x =§(u+v)y y=§(u-v)
Luego, la regla de correspondencia de f en términos de u y v es

1 v 1 1

flu;v) = Z(u +v)(u—v) +Z(u —-v)? = —2-(u2 —uv)

Por tanto, la regla de correspondencia de f en términos de x e y es

fly) =5 & = xy)
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OPERAC<IONES CON FUNCIONES

Sean f,g: R™ — R dos funciones de n variables cuyos dominios son Dy 'y Dy,
respectivamente. Entonces se tiene:

a) Funcién suma

(f +.9)(Z‘.) = f(?ﬁ) +9(£)' Dryg =D N Dy y x = (X1 %25 i Xn)

b) Funcién diferencia

(f=9(x)=f(x) ~g(x), x€Dry=D;ND,

¢) Funcién producto

(f.9)(x)=f(x).g9(x), x€Drg=DrND,

d) Funcidn cociente

O@-L2 xenn(o,-ew /o =0)

Definicion 3. Sean f:R" — R y g:R — R funciones cuyos dominios son D¢ v

Dy

La funcion compuesta g o f es dada por la regla de correspondencia

g °f)(£) = g(f(i‘_)) = g(f (xy; X250 %))

E! dominio de la funcién compuesta g o f es

Dgor = {x € Dr / f(x) € Dy}

En la figura 2.5 se muestra la funcién compuesta g o

respectivamente.

g(f{xN

Ejemplo 5. Dado g(x)=arccosx Yy f{xiyiz)= JXF oyt ezt =9

encuentre el dominio v la regla de correspondencia de la funcion g ° f.
Solucién ‘
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Dy ={(x;y;2) ER* /x* +y* +2° =92 0},D, = [-1;1]
Dy.y = {(x:y:2) € Dy / f(x;y:2) € Dy}
= {(x;y:z) €D /-1< VXT Ay Ezi —9 < 1}
={(x;v;2) €eR? /9 < x* +y?+ 2% <10} ‘

Laregla de correspondencia de la funcion g o f es

(g2 Nxyiz) = g(f (xiy;2)) = arccos (\xF +y7 + 22 - 9).(x:y;2) € Dg.y

CURVAS DE NIVEL

Si z = f(x;y) es una funcion de dos variables y ¢ es una constante real, entonces
la grafica de la ecuacion f(x;y) = ¢ es un conjunto de puntos en ¢l espacio R3
con coordenadas (x;y;c). Todos los puntos tienen la misma cota z = ¢. Luego,
todos estos puntos estan a la misma altura sobre ¢} plano XY. es decir. estan al
mismo nivel sobre el plano XY.

Las graficas de la ecuacion f(x;y) = c¢. en el plano XY, se llaman curvas de
nivel de la funcion f.

A la famiiia de las curvas de nivel de f se denomina mapa de contorno.

Ejemple 6. Para el paraboloide eliptico z = f(x;v) = (x — 1)? + (y — 1)~.
dibuje un mapa de contorno utilizando curvas de nivel para ¢ = 1.2,3.4.

Solucion

Para cada ¢ > 0, la ecuacion z=f(x;y) = (x—1)> + (v~ 1)* =¢ ¢s una
circunferencia con centro en el punto ¢, (1; 1) v radio r = +/c.

Asi,parac = 1,lacurvade niveies (x — 1)+ (y - D¢ =1

La figura 2.6 muestra las cuatro curvas de nivel de [ v la figura 2.7 muestra ia
grafica dei paraboloide eliptico.

> !
X ]
-t L
E ’
7 y
Mapa de
contornc X (1;1,0)
Fig 2.6 Fig 27
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SUPERFICIES DE NIVEL

Seaw = f(x;¥; z) una funci6n de tres variables con dominio D ¢ R3

Las graficas de la ecuacién f(x;y; z) = k (k constante real), en el Vespacio R3, se
llaman superficies de nivel de la funcion f.

A diferencia de las curvas de nivel, las superficies de nivel son normalmente
dificiles de dibujar.

Ejemplo 7. Dibuje las superficies de nivel de la funcion

’ 2
(x;y:2) = x?+ Lt 22
y I )

N
Solucién
Cada ecuacion de la superficie de nivel de
f tiene por ecuacién

‘A
—

]

Jx +Z4~ =k
N

el y . 2 -
& xc+—+zf=k*
4

Luego. las superficies de nivel de f son /

elipsoides con centro en el origen de \
coordenadas. La figura 2.8 muestra las dos X Fed
superficies de nivel de f. Fig. 2.6

Ejemplo 8. Halle la ecuacién de la curva de nivel de Ja funcion
f(x;y) = y?arctan(x?)

que pasa por el punto A(1;4)

Solucion

Para cada valor de la constante ¢, la ecuacion de la curva de nivel de f es
y?arctan(x?) = ¢

Como A(1;4) es un punto de la curva de nivel, entonces sus coordenadas

satisfacen su ecuacidn, esto es

7
l6arctan(l) = c e c = 16 (Z) =41
Por tanto, la ecuacion de ia curva de nivel de ia funcién f que pasa por el punto
A(1;4) es
cy: Ve arctan(x?} = 4m



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Ejemplo 9. Una compaiiia fabrica una caja rectangular cerrada de modo que su

volumen sea de 36 m3. El material para la base y la tapa cuesta S/. 12 el metro

cuadrado; para los lados de enfrente y de atras. S/.10 el metro cuadrado; y los

otros dos lados S/. 8 el metro cuadrado.

a) Si € denota el costo total de la caja, determine € en funcién de las dimensiones
de la base de la caja.

b) Calcule el costo total de construir una caja cuyas dimensiones de la base son:
largo 2 metros y ancho 3 metros.

Solucién i
a) Si x e y son las medidas de largo y ancho de la base 5
de la caja, y z la medida de la altura, entonces el T

volumen es e .
7 p4
V =xyz S d
Como el volumen de la caja es 36 m?, entonces ‘
36

V=xyz=36=2z=—
xy

Al utilizar los costos de cada lado por metro cuadrado, se tiene el modelo de
costo total

C =122xy) +10(2xz) + 8(2yz) = 24xy + 20xz + 16yz
Al reemplazar la expresion de z en el costo total, se obtiene

Clx:y) = 24xy + 20 (36)4-16 36
x;y) = 24xy + 20x Py (5

Por tanto. la funcion costo total de la caja en términos de las medidas de ia
base es

720 576 ,
Clx:y) =24xy+—fv—+—~;-— (x>0,y>0)

b) El costo 1otal de construir una caja cuyas dimensiones de !a base son x = 2m y
y =3mes

7

720 576
€(2;3) = 24(6)+T+-2'-=S/ 672

Ejemplo 10. La empresa Pallancos S.A. fabrica dos tipos de cinta de casetes de

60 y 90 minutos de duracién. El costo por unidad de mano de obra para los dos

tipos de casetes es de S/. 2 v de S/. 3 respectivamente. Ademds, la empresa tiene

costos fijos semanales de S/. 4000.

a) Halle el costo semanal € como funcion del nimero de unidades de los dos tipos
de cintas producidas.

b) Caicule el costo total de producir 10000 cintas de 60 minutos y 8000 cintas de
90 minutos.
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¢) Si la empresa vende la cinta de 60 minutos a S/. 2,50 y de 90 minutos a S/. 3,50
cada una, halle la utilidad semanal como funcién del nimero de unidades
producidas y vendidas por semana.

Solucién

Sea x el numero de casetes de 60 minutos producidos en una semana e y el

nimero de casetes de 90 minutos producidos en una semana.

a) El costo semanal de producir cintas de 60 y 90 minutos es

C(x;y) = 2x + 3y + 4000
b) El costo total de producir 10000 cintas de 60 minutos y 8000 cintas de 90
minutos es
€(10000; 8000) = 20000 + 24000 + 4000 = S/. 48000
¢) La utilidad semanal de la empresa es
U(x;y) = Ingreso semanal — Costo semanal

1 1
= 2,5% + 3,5y — (2x + 3y + 4000) = x + >y — 4000
L &

Ejemplo 11. Trace la gréfica de las siguientes funciones:
a)floy)=3—Jx2+y2—4y+4 bygly) =4+,/9+x2+y?
¢y h(x;y) =3+ Jx?+y?* —4x—6y+12

d) jl;y) =5 —:3}—\/16x +4y —4x2 —y2 — 4

Solucién

a)De ={(x:y) ER*/ x* +y* -4y + 4 = 0}
={xy) eR*/ x* +(y-2)* 20} =R*

La gréfica de la funcién f esta formada por ei conjunto de puntos
(x:;y;z) € R3 que satisfacen la ecuacion

z=3—yx?4+yl—4y+d4e=z-3 " =x+y? -4y + 4

= (z-3)=x+y -2V eoxT+{y-2)2-(z-3)¢=0
Esto es, la grafica de la funcion es la mitad inferior del cono eliptico con
vértice en el punto V(0; 2; 3) (ver Fig. 2.9)
Elrango de f es el intervalo Ry = (—o0; 3]
by D, ={(x;y) € R*/ 9+ x% +y? > 0} = R?
La grafica de la funcién g esta formada por el conjunto de puntos
(x;v:z) € R® que satisfacen la ecuacion

r=h+y9+xt+y2 o (z—4)7 =9+ %7 + 7
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¢:;>(2—4)2—x2~y2:9<::~~4—3—-?-~§~:1

Esto es. la grafica de la funcidn g es la parte superior del hiperboloide eliptico

de dos hojas con centro en el punto € (0; 0; 4) (ver Fig. 2.10).
El rango de la funcion g es el intervalo R, = [7; +c0)

‘h(

Fig. 2.9
9D, ={(x;y) ER? /x*+y* —4x -6y + 122> 0}
={wy eR/(x =2 +{y -3 =1}

Luego, 2l dominio de la funcién h es el conjunto de puntos (x;y) € R? que

pertenecen o estan al exterior de la circunferencia
(x-2Y+(y—-3)¥=1

La grafica de la funcion h es el conjunto de puntos {x; y; z) € R* que satisface

la ecuacion

z=3+yxi+y?—dx—o6y+12= (z-3) =x*+y* —4x — 6y + 12

= (x-27+@=-37-(z-37=1

Esto es, la grafica de la funcién h es la mitad superior del hiperboloide eliptica

de una hoja con centro en el punto €(2;3; 3) (ver Fig. 2.11).
El rango de la funcién h es el intervalo Ry, = [3; 40}

<v

Fig 212




CALCULO 11
dD; ={(x;y) € R? / 16x + 4y ~ 4x* — y* — 4 > 0}
Veme, 727 (y=-2)2
— ; RZ : g 1
{(x y)ERY —p—+ 1
Luego. el dominio de la funcion j es el conjunto de puntos (x;¥) € R? que
pertenecen o estan en el interior de la elipse
(x—2)2+(y—2)2 _
4 16
La grafica de la funcién j esta formada por el conjunto de puntos
(x;y:z) € R? que satisfacen la ecuacion

1

3
z:S—ZJ16x+4y—4x2~y2~4

9 : ) .
c:r(z~5)2=-i—6—(16x+4y—4x2~y‘~4)

(z-57° (x-2)° (y-2)?
[ A N VI
Esto es, la grafica de la funcion j es la parte inferior del elipsoide de centro el
punto C(2; 2;5) (ver Fig. 2.12).
Elrango de la funcion j es el intervalo R; = [2; 5]

1

Ejemplo 12. Determine analitica v graficamente el dominio de las siguientes
funciones

W) flry) =yysens  b) gly) = ysen (¥ +y9) + arcsen =)
Solucion ‘
a) Dy = {(x;y) € R* / y sen x = 0}
={(xy)ER*/2kr <x < (1+2k)mAy = 0}
Ulley) eRP /1 +2km < x < 2k + 2)T Ay < 0,k € R}
Luego, el dominio de la funcion f es el conjunto sombreado en la figura 2.13.

Fig 213 . Fg 0ré
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b) Dy = {(x:y) ER? /sen(x?+y3)=0A-1< %‘S 1)}

/ {(xy)EIRi‘/0<sen(x +y“)<1/\ 1<y<1}

={(x;v) € R?/ 2knm < x* +y* <(14—2k)7r/\ —x<y<xAx>0keN}
U{(ay) eR*/2kr<x?+y? < (1+2k)mnAx <y < ~xAx <0,k € N}
donde N = {0,1,2,3, ...}

La grafica de la funcion g se muestra en la figura2. 14 parak =0y k = 1

EJERCICIOS

1.- Determine analitica y graficamente el dominio de las siguientes funciones

atd y Sy = e2X o7
aj f(x;v) = N by flx;y) =e "y -1

In(x* +y%) vx+y* inly — x*;
; =+ - d)j(X;y)ZCLTCSQTlX-?wv_—*T:_:‘
\/4—3("}"' 9~ry V’X“""y"

¢) flxiy) =

e’,f(XJY)=ln(y 1)+ JI=-(x-1)2~(v-1)?

sen (x —y)+2x +y

J2x —x? —4y? —16y -1

2 fGiy) = [P =T+ WT=3] b feay) = Va2 =57+ Vol

D fx;y) =n(36 — 4x% — 9y?) — arcsen ( i

Hflxy) =

X+
. In(x — 2yj y \
i) flxy) = —==—=+arccos | )
V‘y—'ZX \X*'y)
Ky fx;yiz) = yz2 —x? = y* +In{9 — x* — y? — 2%}
. . 4 +v16 —z° ‘
Dfxiviz)= = ) f(x;y:2} = In{xyz)

4+ \/716 —Xz —y*
m) f(x;y:z) = arcsen x + arcsen v + arctan z

to

Trace la grafica de las siguientes funciones
A floy)=2+4x* +4y° b f(x;y)=cosx ,—m<x<m
oftay)=4+yxi+v: A floy)=4- V4+x2”3;-"w72

_y«

ejfny)=2~ylbx —4x? =4yl — 16y - 16 D iy =

2 fy)=4—yxP+yi —dx+iy -3

hz=34,y?—4x?+16x - v~ 16
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3.- Dibyje las curvas de nivel (f(x;y) = k) de las siguientes funciones para

A

3

1

cuatro valores de k.

Q) fy)=xy b flay)=Q+x+y)?

O fliy)=1-lx| =1yl d)f(x:y)fy?
VX
2
e) f(x;y) =In(x* +y) 0fly) = F—g?
. Z+ X .
9 () =% h) f(x;y) = e+

x+y?
DGy = (=12 = (=1 j)f(xy) =100-25x — 4y

.- Dibuje las superficies de nivel (f(x;y;z) = k) de las siguientes funciones

para 3 valores de k e indique el nombre.
2 2
. _ v
aftayz)=5+1¢
c)flxsyiz) =x*+y*+z° d)f(yz)=x*+y>—4z-2x
e)fluyiz) =z—(x~2)" -~ (y —3)*
) f(x;y;2) = 4x* + 9y* + 36(z + 1)?

b)Y f(x;y:2) = x% + y? — 2°

Sea f: R? — R una funcién de dos variables tal que
fx+y;x—y) =5x? + 5y% + 6xy
Halle f(x;y) y esboce la grafica de f.

En los siguientes ejercicios estan definidas las funciones f v g. Encuentre
h(x;y) si h = f o g. Halle el dominio de h. v

a) f(t) = arctant , g(x;y) = x2 — y2

b) f(t) = arcsent,g(x;y) = 1~ x% — y?

Xt oyt 7
Dado que f(x;y:z) = T + Y + TR encuentre la superficie de nivel que
pasa por {—2; 3; —10).

Una empresa elabora dos productos A y B. El costo de los materiales v de ia

mano de obra es de S/. 14 por cada unidad del producto A y de S/. 25 por cada

unidad de B. Los costos fijos son de S/. 2000 pof semana. ’

a) Exprese el costo semanal C en términos de las unidades de A v B
producidas cada semana.
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b) ¢ Cual s el costo total de producir 200 unidades de A y 150 unidades de B?.
R. 8550
¢) Si la empresa vende los dos tipos de producto A v B a S/. 20 v S/. 30 cada
una respectivamente, obtenga la utilidad semanal de la empresa como
funcion del numero de unidades producidas y vendidas por semana.
R. U = 6x + 5y — 2000

9.- Se construye un tanque que tiene la forma de un paralelepipedo rectangular
abicrto de modo que albergue 1000 metros cubicos de agua. Los costos de los
materiales son: S/. 20 el metro cuadrado de la basc y de S/ 10 el metro
cuadrado para las paredes verticales.

a) Determine el costo total C de construir el tanque como funcion de las
dimensiones de la base del tanque.

b) Calcule ¢l costo total de construir un tanque cuyas dimensiones de fa base
son: largo 50 metros y ancho 30 metros.

10.- Una fabrica de pinwras vende dos marcas de pintura. Las cifras de venta
indican que si la primera marca se vende a x nucvos soles por galon v la
segunda a y nuevos soles por galon, la demanda de la prunera marca sera
Dy(x;y) = 200 — 10x + 20y galones por mes v la demanda de la segunda
marca serd D,{x;y) = 100 + 5x — 10y galones por mes.

a) Exprese el ingreso totai mensual de la fabrica de pituras. obtenido de ia
venta de la pintura, como una funcion de ios precios x e v.
R. 7 = 200x + 100y + 25xv — 10x* — 10y*
b) Calcule el ingreso de la fabrica si la primera marca se vende a S/, 20 e
galony lasegunda a S:. 15 ¢l galon. R.S/. 6750

1.~ Una tapa conica descansa sobre la parte superior de
un cilindro circular recto. como se muestra ¢n la
figura adjunta. -
Si la altura de’la tapa es dos tercios de la altura de; {
cilindro. exprese el volumen dei solido como "
funcion de las variables indicadas. l

“4

RV =y
.V —--g’ﬂ?”

12.- Una lata para refresco se construye zon una envolvente lateral de hojalata. v
con tapa y base de aluminio. Dado que el costo de la tapa es S/, 20 por unidad
cuadrada, de S/. 10 por unidad cuadrada para la base, y de S/. 30 por unidad
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cuadrada para la envolvente. Determine la funcién de costo € (r; k) en donde r
es el radio de la latay h su altura. R. 30mr? + 60nrh

13.- Una tienda de calzado vende dos clases de zapatos de damas que son
parecidos pero estan hechos por diferentes fabricantes. El costo para la tienda
del par de zapatos de la primera clase es de $ 30 y el costo de la segunda es
de $ 40. Se ha determinado por experiencia que si el precio de venta de la
primera clase es x doldres y el precio de venta de la segunda es y dolares,
entonces la venta mensual total de la primera clase es (70 — 5x + 4y) pares
de zapatos y la venta mensual total de la segunda clase es (80 + 6x — 7y)
pares de zapatos.

a) Exprese la utilidad en términos del precio de venta de los zapatos de
primera y segunda clase.

b) (Cudl es la utilidad si el precio de venta de los calzados de primera y
segunda clase es de $ 40 v § 50 respectivamente?

14.- Si T(x;y) es la temperatura en un punto (x;y) de una placa de metal ligero
en el plano XY, entonces a las curvas de nivel de T se les llama curvas
isotérmicas. Todos los puntos de una de estas curvas estan a la misma
temperatura. Suponga que una placa ocupa el primer cuadrante y que
T(x;y) = xy. Una hormiga que parte del punto (1;4) quiere caminar sobre la
placa de modo que la temperatura en su trayectoria permanezca constante.
;Cual debe ser la trayectoria de la hormiga?

4
Roy=~-
X

2.2 CONJUNTOS ABIERTOS Y CERRADOS

Definicion 4. Sean X = (x1;Xy; ;X)) » Y = (15 V25 -..; ¥n) dos puntos en el
espacio R™. La distancia entre estos puntos es dada por

AWGY) = = x)2+ (0 = %) + ot (= %)% = 1Y = X
Definicion 5. Sea a = (ay;a,; ...; a,) un punto en ¢l espacio R™ v r un niimero
real positivo. Se llama vecindad abierta o bola abierta de centro a v radio 7. al
conjunto

Bla;r) ={XeR"/ d(X;a) <r}={XER"/ |IX —all <7}
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Definicion 6. Se denomina vecindad cerrada o bola cerrada de centro a y radio r,
al conjunto
Ba;r) ={X €R"/ d(X;a) <1}

Definicion 7. Una vecindad o bola reducida de centro a y radio r > 0, es el
conjunto

Ba,r)={XeR" /0<dX;a) <r}=B(a;r) — {a}

Ejemplo 13. a) En la recta real (R) son vecindades de centro a los intervalos

e .

a—r a a+r a—r a a+r
Bla;r)=({a—r;a+71); Bla;r)=la—ria+7]
b) En el plano R?, son vecindades los circulos de centro a = (ay; a;)
B(a;r) = {(x;y) €R? / (x — ay)* + (y — a;)* < r?} (Fig. 2.15)

Bla;r) ={(;y) ER*/ (x —a))* + (y —a,)* < rZ} (Fig. 2.16)
B'(a;r) = B(a;r) — {{ay; a,)} (Fig. 2,17

YA YA

Fig 215 Fig 216

¢) En el espacio R3, son vecindades las esferas de centro a = (ay; a,; as) y radio
r.

Bla;r) ={(x;y;2) ER3 / (x — a,)? + (y — a;)* + (z — a3)* < r?} (Fig. 2.18)
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YA

v

A

Fig 217

R
i 218

Definicion 8. Un conjunto D < R" es abierto s.s.s. VX € D,38 > 0 tal que

B(X;8) € D

Ejemplo 14. a) En larecta R, D = (a; b) es

un conjunto abierto.

by D ={(x;y) € R* / x > 0} es un conjunto
abierto (Fig. 2.19)

¢) D={(x;y)eR?*/x=0} no es un
conjunto abierto.

d) A={(xy;2)eR¥*/y>0} e un
conjunto abierto.

e) B={X€eER3 /D(X:Y)=7} no es un
conjunto abierto.

f)§ = R™, § = @ son conjuntos abiertos.

Definicion 9. Un conjunto § < R" es cerrado

5.5.s. ¢l complemento es un conjunto abierto.

Ejemplo 15.
a) S = [a;b] € R es cerrado, pero
A = [a;b) © R no es cerrado

b) S ={(x;y) € R? / xy < —1} es un conjunto

cerrado, pues S’ = R? — S es abierto.
Fig. (2.20)

v

g 220

) M={(x;y;z)eR/a<x<b,c<y<d.e<z<f} e un conjunic

cerrado.
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Definicion 10. (Punto de Acumulacién). Un punto Py € R" es un punto de
acumtulacion de un conjunto D < R™, si toda bola reducida B'(Py;r) contiene
infinitos puntos de D, es decir B'(Py;r) N D = @.

Ejemplo 16. Sea D'={(x;y) € R* /x < 0,v <0} U {(2;2)}, P,(0;0) es un
punto de acumulacion de D. pues para cualquier r > 0, B'(Py;r) n'D # § . Mas
aun, cualquier punto de D distinto de (2; 2) es un punto de acumulacién de D, y
P;(2;2) no es punto de acumulacion de D.

2.3 LIMITE DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES

En esta seccion se extiende los conceptos de limite de las funciones de una
variable real, abordados en el capitulo 53 de Topicos de Caicuio Vol. 1, a ias
funciones de varias variables.

Definicion 11. Sean f: D < R? — R una funcién de dos variables definida en el
conjunto D). Py(xq;vy) un punto de acumulacion de D y L un nimero rea,
cualquiera, entonces

1im flx;y)=14
VXY I X Vo)

-sivsolost paracadas > 0,36 > 0w que [f{x;v) — L] < &, siempre que

0<y(X—%)2+(y—yp)? <d
Esta definicion en términos de vecindades es

lim  fly)=LeVe>0,36>0/V(xy) € B ((x0:0):6) N D,
(X;¥)+(x0;¥0) !

= f(x;v) € B(Lie) (Fig 2215

!
-+
4]

x *V
v

I3

L —g < f{xiyy< L +¢

o
(U}
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Observacion 1. La definicion 11 es mucho mas compleja que el de las funciones
de una variable real, ya que en este caso, Unicamente se tiene una trayectoria
lineal para aproximarse a un punto, por la izquierda o por la derecha o por ambos
lados; sin embargo, en el caso de las funciones de dos variables existen infinitas
trayectorias (o curvas) para aproximarse al punto (xg; ¥o), como se muestra en la
figura 2.22.

El estudio de los limites para funciones de n variables es andlogo.

‘A

Observacion 2. ||(x;y) —(a;b)i<d=lx—al<d Ajy—bi<é

Ejemplo 17. Demuestre que ~ lim  (x +y%) =3

Xy (12}

Demostracion. Sea € > 0, debemos encontrar un § > 0 tal que |x + y% — 5] < c.
siempre que 0 < ||(x;y) — (1;2)|} < 8. Para esto expresamos {x + y* — 5|
términos de |x — 1} A |y — 21, esto es

x+vi =5 =[(x 1)+ (y~2)* 4y — 8]

il

(=1 + -2 +40 - 2)

IA

lx =11+ |y = 2]jy — 2| + 4|y — 2!
Asi, se tiene:

x+yr=5i<ix—U+jy=2lly-2|+4y-2l<e .. (1}
Ahora, restringimos la eleccion de § de modo que § < i. Luego.
oy — (L2 <d<i=lx-1i<only—-2i<éd<i ... {2

Sustituyendo {2) en (1), se obtiene:
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Ix+y?=5|<|x—1+|y=2|ly=2|+4ly—-2|<6+6+45 =65 =¢
£
Por tanto, si escogemos § = min {1: E} se verifica |x + y? — 5| < &, siempre

que 0 < ||(x; ) — (1; 2)}f < 8. Esto demuestra que ( l)inf}1 2)(x +y3) =5
. sy )—=(1

Ejemplo 18. Demuestre que ~ lim  (x? + 2xy) = 3
(x¥)-(3:-1)

Demostracion. Sea ¢ > 0; debemos encontrar un & > 0 tal que [x? + 2xy — 3] < &.

siempre que O0<[[(;y) =B -DII<sd=20<|x-3| <Ay +1] <4.

Para esto expresamos {x? + 2xy — 3| en términos de |x — 3] A {y + 1], esto es,
x2 +2xy = 3| = |x? —2x — 3+ 2xy + 2x| = |(x = 3)(x + 1) + 2x(y + 1)]

; < x4+ 1x =31+ 2ixlly+ 1l <e¢ {hH
Sihacemos § < 1,setiene [x — 3| < 1,{y+ 1| <1
Delx—3| <1l seobtiene[x+ 1] <5 vy |x| <4 ... (2)

Luego, reemplazando (2) en (1) resulta
x?24+2xy 3| <lx+1lx =3} +2lx|ly+1{ <56 +86 =136 = ¢

(€
Por tanto, si escogemos § = min{l;-l—:} se verifica |x* + 2xy — 3| < ¢

N 3
siempre que 0 < ||(x;y) — (3; =Dl <6, (0<|x =3I <A0< |y +1]<8)

Por tanto, lim X%+ 2xy) =3
’ (x;y)**(B;—l)( ¥)

PROPIEDADES DE LIMITES

Teorema 1. Sean f,g: R? — R funciones de dos variables tales que

Hm  flOoy)=L, lim glay) =M y Po(xs; Yo) €S un punto de
XY (XgiYo) (X;y)=(x0:¥0.

acumulacion del conjunto Dy N D, © R? | entonces se tiene

a) iim  {[fay)xzgloy=LzM

xX;y)-{X0i¥0)
by lim  [f(x;¥).90; )]
XY X0 Yo

.

= lim f(x;y)\).( im f(‘x;y}} =L.M
7

\(x:y)=(xa:0) (YI=X0i¥0)
c} lim  [cfloy)]=c.  lim f(x;y) = cL (c = consiante)
XY= (X0:Y0) XY= (x0;¥0) )

X; L
f(x:y) = — ,siempre que M = 0

d) im :
D myimovei g(x;y) M
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REGLA DE DOS TRAYECTORIAS PARA CALCULAR LiMITES

Si los valores de lim  f(x;y) son distintos cuando (x; y)se aproxima
(X;¥)-(x0:¥0)

a (xq; Vo )a través de dos trayectorias diferentes, entonces

- lim  f(x;y) noexiste
(x;¥)=(x0:¥0)

. Xy
Ejemplo 19. Dada la funcion f(x;y) =iyt . Calcule - )1m 0.0, flay)

€n caso exista.
Solucion
D; = R* —{0; 0}
Para calcular el limite, consideremos dos trayectorias diferentes que pasan por el
punto P,(0;0), esto es

I={(xy) €ER?/y=0}y T, ={(x;y) €R*/ »

-

It

X
Los limites sobre estas trayectorias son:
Sobre Ty:  iim  f(x;y) =limf(x;0) =lim— =10
Xvi—(0:0) «—0 -0 X“

2
X

Sobre T,: " y)mgoo flxy) = hmf(x x) = 11m 573

Por tanto, de acuerdo a la regla de dos trayectorias se concluye que

X, no ex1ste
(xw(oo)f( y)

~
r&

Xy
Ejemplo 20.- Dada la funcior j(x;y) = ———. Caleule _ lim  f{x;y)
X2+ y? Ly, =00

Solucion
Dr={(:y) €ER/x® +3° = 0j = (v} €RY y = —x}
Sean ias trayectorias que pasan por el origen de coordenacas
Ti={xy)eR*/y=xty T, ={(xy) ER* [y = x7%}

Los limites sobre estas trayectorias son:

Sobre T;:  lim x;y) =limf(x;x 11m =2
! '-lx;y)-'(iO:O)f( ) x—~0‘f(A )= -0 2
5
Sobre T,:  lim f{x;v lm x;x¢)=lim—————=10
z (xv;—*(OO,i\ ') f\ ) x=0x3 + x®
Por consiguiente, hmo o f(x;v) no existe.
iad!
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Observacion 3. En los ejemplos 19 y 20 hemos concluido que no existe el limite,
pues encontramos dos trayectorias que conducen a limites diferentes. Sin
embargo, aunque las dos trayectorias hubieran conducido a un mismo limite, no
se puede concluir que el limite existe. Para llegar a esta conclusién, debemos
probar que el limite es el mismo para todas las trayectorias. Esta tarea sugiere el
uso de la definicién para demostrar la existencia o no existencia del limite.

Observacion 4. En el calculo del limite de funciones de varias variables,
podemos sustituir directamente como haciamos con funciones de una sola
variable, siempre que la expresion resultante tenga sentido. Por el contrario, si la
sustitucion directa da lugar a una forma indeterminada, debemos investigar la
existencia del limite mediante la regla de L'Hospital o siguiendo diversas
trayectorias que pasan por el punto, lo que puede mostrar que el limite no existe.
También existen métodos que utilizan coordenadas polares en el calculo del limite
de una funcién de dos variables cuando (x; y) tiende a (0; 0).

Ejemplo 21. Calcule los siguientes limites en caso existan

2xy? =3 x3
a) Iim ~—L—- b) lim Y
{xy)-(-2 3) x% + y? xx.y)’*( 1-1) x%y?
— y 1 __e\zx+y)2
' \ —_— d) li _—
©) ix;y)l—r}%9;9) Jy - Vx ) {x;y}lm-l;m sen?(2x + y}
v ) In(43 + 7xy) xy
€) lim f lim —
(x;yi-(-3:2) arctan(3xy + 18) (x:y)-(0:0) \/x‘ T ya
D 9y2(x + 1) + 3x? A 2 y?
g (x;y)l—rvrgo;o,i 3y? + x? 1) (x; y)l—IRO'O)xz + y?
i) f(x;y),donde f(x;y) = XAy In 2x%
(xy? (11) 2...y2 x2+y2)
D lim xy[1 = cot?(xy)][In(1 + sen (xy)]
(x;y)-(0:0}

Xy + Yz + xz

k im —
) (;y:2)-(0:0,0) X + yz + z2
Solucion
2xy? — -39
a) = 3

Iim
!xy,'—»( 2:3) x‘+y 4+9

b) El limite es de la forma 0/0. Al factorizar xy — 1 en el numerador y en e}
denominador, se tiene
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(xy = D*y*+xy+1) 3

x3y3 — 1
im =
y)~(-1-1 ey —D(xy + 1) 2

lim S
() 1-1) X2 y? -1
c) El limite es de la forma 0/0. Al efectuar una racionalizacion en el

denominador, se obtiene

xt-y? lim =&+ Ny +V)
(a; y)—»(9 9 \/“ Vx Ginm(s9) (Jy = VX)(Jy + V)
_ (=N + Ny +Vx)
T G-(99) y~x

= [~G+ My +Vx)] = —108

(x; y) (9 9)

d) El limite es de la forma 0/0. Al hacer el cambio de variabie u = 2x + y, se
obtiene una expresion en términos de u, donde u — 0 cuando
(x:y) = (—1;2). Luego, al aplicar la regla de L"Hospital (L"H) , se tiene

1 — ef2xey)? 1—ev LM —e¥ 2u
L= lim = lim = lime——m——
x)-i-1:2)sen?(2x + y)  u-0sen? (u) u-02senu.cosu
Z 4 2, -
Coue™ iE g¥ 4 2ucet
= —lim = —~ lim =-1
u~0Sen u u=0 . COSU

e) El limite es de la forma 0/0. Al hacer el cambio de variable u = 6 + xy, se

~ obtiene
L= in In(1+7xy+6)) . In(1+7u)
x; y)—'( -3:2yarctan[3(xy + 6)]  u-0arctan(3u)
L'H 7
R T3 1+ 7u I
=lim——3 3
1+ 9u?

f) El limite es de la forma 0/0. Si (r;8) son las coordenadas polares del punto

{x;y), entonces se tiene

=rcosf
{y=rsen9
Luego,
] 4xy _ 4rifsen@cosb
L= lim W=llmw~4llmrsen9c056~0

(x6y)-(0:0) fy2 4 yZ r—0 r

(pues, [sen 8 cos 8| < 1 para cualquier valor de 8)

g) El limite es de la forma 0/0. Al usar coordenadas polares, se tiene:
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9y2(x + 1)‘+ 3x? " r%[9r sen?6 cos 6 + 9sen?8 + 3cos29]
= lim

(x:3)-(0,0) 3y? 4+ x? =0 rZ[3sen?d + cos28]
_ .. 9rsen®fcosf + 6sen’0 +3 3(2sen’d +1) 3
=0 2sen?0 + 1 T 2sen?0+1

h) El limite es de la forma 0/0. Al utilizar coordenadas polares, resulta

2 2 2
- r<(cos“6 — sen-@
L= lim y: = lim ( +9) = c0s%@ —~ sen@
(x:¥)-(0:0) x2 +y?  r0 r2

Como este limite depende del angulo 8, entonces no existe.

2 4,20
in (1 + %T;}—Z) X . ‘Y
i) Como f(x;y) = pray , se hace el cambio de variable =77 2
x2 4 y?
Luego, se tiene
1
In(1 +u) ¥ T+u
L= = l " = |im =1
o y)lirgl l)f(x }’) lm u 1.~a0 1

i) E! limite es de la forma 0.c0. Al expresar cotangenie en términos de seno y
coseno. se obtiene:

L= lim xy[1-cot?(xy)].In[1 + sen (xy)]
(x;y)—(0:03

’ xy[sen?(xy) — cos?(xy)} In[1 + sen (xy)]
ey0:0; sent(xy)

I

. 2i s 2 . xy : inf1 +sen(xy)]
iim  Tsen®(xy) — cos?{(xy)]. lim . lim ———
{x;y)-(0:0) (x;y)-(0:0) Sen(xy) (x:vi-»{0:0} sen{xy}

(0-DMWM) =~

k) El limite es de la forma 0/0. Si (p; #; ¢) son las coordenadas esféricas del
punto (x;y; z), entonces se tiene
x =pcosh sen¢@
ty =psendseng, p:\/;2+y2+zz
lz = pCosQ
Dado que p -» 0 cuando {x; y; z) — (0; 0; 0), entonces se tiene

It

xy +yz + xz
LR L N Sray a3
6yiz1-(0:0:0) X< + y© + z¢
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Y p*lcos @ sen O seng + sen 6 sen ¢ cos @ + cos 8 sen ¢ cos @]
= lim .
p—0 p?

= cos O sen O sen’g + sen 0 seng cos @ + cosf sen ¢ cos ¢

Como este resultado depende de los angulos € y ¢, entonces no existe el
limite.

EJERCICIOS
1.- Utilizando definicién de limite, demuestre los siguientes limites

- +2 4y) = 10 b} 3x° —4 =
2) (xy)—>(3 1)(x y x = 4y) (ry) (2 ( x* Y )

f Pyt -dxt2y)=-4 d) i 242x—y)=4
©) (x;y‘)irg:—l)(x Y x V) ) u;y)l—r»r%z;l;)(x xX=y)

2.- En los siguientes ejercicios demuestre que para la funcion dada

lim  f(x;y) no existe
X:y)=(0:0)

3
a)f( (y) = ———~)7~ JtomeT, ={(x;v) ER? fy=2x} vy

={(x:y) € R* / y* = x}, donde (x;y) # (0: 0}

2 A2

x . 5 R
b)f(x;y)—*—;{—z——;—]—)%,tomeﬂ:eje)(', T, ={(xy) ER¢/v=x}

x‘*y“
c) f(x; }’)"7“5":‘75‘5, ={(x:y) /y=x}T: ={(x;y) € R? jy* = x}
xt+y
d)fy) =— gy ——=T={y) eR/y=x}T, ={(x;y) ER*/y = x%}
xzy2 .
e)flxy) = 4+y4.T1 ={(:y) eR? /y=0LT, ={(x;y) e R*/y = x}
3.- En los siguientes ejercicios pruebe que = lim  f(x;y) existe
(x;3-(0:0)
2
. 4 )= Y
i) = R el limit
o) flx;y xz Ty . el limite es cero.
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1 1
— - | X &+
xsen (y) +ysen (x)'Sl ¥#0,y#0 R.El limite es cero.

d)f(x;y) =
0 , six=06y=0

a—x
4.- Para f(x;y) = In( y) ,donde x < a,y < a, demuestre que

lim  f(x;y) no existe.
xy)-(a;a)

Sugerencia: Considerar dos rectas distintas que pasan por el punto (a; a).

5.- Calcule los siguientes limites, en caso existan

e*” —1 ' xy(x? — y?
2 lim RO b lm YY) R.0
(x;¥)-(0:0) X (xy)=(0;0) x°+y
cos(xy) — 1 In(x? +y% — 4)
o dim ST g g ORI Y
{x;y)=(0:0) x (y)-»(-1-2) x>+y?-5

x sen (x? +y?)
e) lim 3 =
(x;¥)—(0:0) xXe+ y*

(cosx—1)(y—2)

R.0

1 it
R.—=— g lim e**0-1D% R

li =
n <x;y)l£r(lo:2) x2(y®-8) 24 )(x;y)—»(o:l}
arcsen (xy — 2 1 e vt 1
hy  lim arcsen(xy—2) o1 ) lim —————— R
e narctan(3xy — 6) 3 (iyi-(0:0) x% + y?

1 — cos(sen 4xy)

/1 8
ol 24y (—-—) RO K Ui R.—
) xy)”ﬂo o)(x y*)sen xy ) (x;y)lg(lo:o) sen?(sen (3xy)) 9
sen (x cos(xy) — cos(sen (2x 3
b dim SO gy gy oSG mcosteen 2xy)) 3
=02y x (x;y)-(0:0) x?y? 2
1~ cos(2xy + 2y) xy
k. (2] res
m) (x:y‘)l»rp—l;z)[ (x + 1)2%y? arccot (x + 1)2 R2+m
) xy sen (sen (2xy)) 1. ) YyX
i — lim (1+= R.e*
") (x; y)ggo 0) 1 — cos(sen 4xy) R 4 °) f}% ( x) €
1 1
+ tan xy \sen xy
lim [ ____) R.1
P) (xiy)oto:0) \1 + sen xy '
cos{sen (x + - cos{x +
o i Slsen (¥ y) —costx +) -
(x;y)-(0;0} {(x+ y)?
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x*+y?42xy—4
r) lim  f(x;y),donde f(x;y) = Y Y R.O

(x;¥)-(1:1) /x+y_2

s) )Ilm f(x v), donde

(x;
1 — cos(xy + 2x) x3y3
(YY) = 4ar —_— R2-2

fOay) xO + 2)2 + 4arctan ((y Y T
t li ;y), donde
) i) lim . J (x; )

2
4y\* In(x? +y?) »
flx;y) = (1 +F) + 2arctan(x +y +5) +7+—)—17—— Re*+m

2.4 CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Definicién 12. Sea f:D < R? - R una funcion de dos variables definida en el
conjunto D y sea (Xy;¥g) € D. con (xg; yg) punto de acumulacion de D.

La funcion f es continua en (x; y,) & lim fOsy) = f(xg )
(x:y)=(x0:¥0)

Se dice que la funcién f es continua en el conjunto D, si es continua en cada
punto del conjunto D.

Ejemplo 22. Dada la funcién f(x;y) = Sxy. Determine si f es continua en

2:1)

Solucion

Como llm /(x y) = lim Sxy =10 = f(2;1), entonces la
(x; (x;y)=(2;

funcion f es contmud en (2;1).

2

=35 (xy)#(0;0)
’ (X,y) - (O'O)

Determine si f es continua en (0; 0).

xy
Ejemplo 23.- Sea f(x;y) = x2 +y

Solucion
i) f(0;0)=0
i) . wxilgo 0)f(x y) = (x;yl)i—r}}o;o)m es de la forma 0/0. Al utilizar’

coordenadas polares, resulta:

_ xy? ~ r3cosf sen?d 5
L= lim 5 = lim =limr(cos @ sen“f) =0
€)= x% +y% -0 r? =0 ,
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Como l)lm f(x;y) =0 = £(0;0), entonces f es continua en (0; 0)
(xiy

Ejemplo 24.- Dada la funcién

x3y3
flx;y) = m ,(x;y) = (0;0)
0, (xy)=(0;0)
Determine si f es continua en (0; 0).
Solucién )
i) f(0;0)=0

i) : l)in(xo 0 f(x;y) esde laforma0 /0. Luego, al utilizar coordenadas polares
xy)—={0;

se tiene:

L= lim x;y) = lim S T
(;y)=(0; O)f( y) (x;y)-(0:0) x 2 v+ (}’ - Xx)*

X’V

7% cos30 sen3p

= lim
= r2[r cos?6 sen 6 + (sen 8 — cos 6)?]

r¥ cos38 sen30

= lim
707 cos?f sen 6 + (sen 6 — cos §)*
Como este limite depende del angulo 8. entonces e} limite no existe. Por
consiguiente, f no es continua en el punto (0; 0).

Ejemplo 25.- Dada la funcion

PR IUNE

arctan (XT——)—) L(xy) #(0:0)
flx;y) = x% + y?

{4 . (xy) =(0;0)

Calcule ei valor de 4 para que la funcidn f sea continua en (0; 0).
Solucién
Para calcular el vaior de A, es suficiente calcular Ixm 0 F(xy)

\X'Vl-’

Asi, al usar coordenadas polares resulta

. )= 1i r*(cos*0 + sen‘*G)]i
im x;y) = limarctan
(‘x;y)—»(o;())f( yI=10 r? J

= ling arctan[r*(cos*6 + sen*6)] = 0
r—

Como f debe ser continua en (0; 0), se tiene:
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f;y)=0=f(0;0)=4

(x; y)—>(0 0)
Por tanto, A = 0.

PROPIEDADES DE CONTINUIDAD

Sean f y g funciones de dos variables continuas en el punto (x,; y,), entonces
a) cf es continua en (xg; ¥o), siendo ¢ constante real.

b) f + g es continua en (xq; ¥o)-
¢) f. g es continua en (x; Vo).

d) g es continua en (xg; o), siempre que g(xq;y,) = 0

Teorema 2. Sean f:D c R? - R \ g: R — R dos funciones reales tales que
Img(f) = Ry € R. Si f es continua en (xq;Y,) ¥ g €s continua en f(Xo; ¥o),
entonces la funcién compuesta h = g o f definida por h(x;y) = g(f(x;y)) es
continua en el punto (x,; ¥5)-

Ejemplo 26.
(sen(xy)
Sea f(x;y) =4 xy
L1 siy =00

Pruebe que f es continua en todo RZ.

LSt y) = (0:0)

Solucién
Note que f(x;y) = (g e h)(x;¥) = g(h(x;y)). donde
senz 0
z=h(;y)=xyy g(z) = Stz
1, s5iz=0

La funcion h es continua en (0; 0) v ia funciéon g es continua en z = 0. entonces
f = g o hescontinuaen (0; 0).
Por consiguiente, f es continua en todos los puntos de R*.

y(x —3) ,
Ejemplo 27.- Sea f(x;y) = {4y? + (x — 3)? ,st»(x;y) = (3:0)
2, si(ay)y=(30
a) Determine los puntos donde la funcion no es continua.
b) Indique el tipo de discontinuidad que presenta f.
Solucién '
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a) )f(E;0)=2
ii) Sean las trayectorias que pasan por el punto (3;0)
T ={(xy)eR?/y=0y T, ={(x;y) ER*/y =x -3}
Los limites sobre estas trayectorias son:

Sobre Tl (3 0 flx;y) = 11m f(x;0) = hm(O) =0

(x=3)? 1

: im ~ f(x; 2= —_—
Sobre T, (x;})‘ggo;o)f‘x’x 3) = 11 SS(x 37 "5

Luego, por la regla de las dos trayectorias el limite no existe.
Por tanto, f es discontinua en el punto (3; 0) de tipo esencial.

Ejemplo 28.- Determine si la funcion dada es continua en el punto (0; 0).

J15x% +15y2 + 16 — /16 — x? ;yz ,
fGy) =§ PENRY sE{x;y) # (0;0)
( 2 . osi (y) =(0;0)

Solucion

D f0:0)=2

ii) lim  f(x;y) esdelaforma0/0. Al efectuar una racionalizacién
(x; y)—*(o 0)

en el numerador, se obtiene:

/15x2 + 15y2 + 16 — /16 — x% — y2
L= fy) = lim Y Y

(x; y)a(o 0) (x;y)-{0:0) x? 4 y*

- 16(x* + y%) 16
= myilon) (x2 +y2)/15x2 + 15y + 16 + /16— x? —y? 8

Como lim f(x;y) =2 = f(0;0), entonces f es continua en {0; 0).
{x;y)-(0:0}

Ejemplo 29.- Dada la funcion f(x;y) = In{4x? + 9y? — 36). Halle el conjunto
donde f es continua.

Solucion

La funcion f es continua en el conjunto

2

2
X
D={(xy eR?/ 4x2+9y2~36>0}={(x;y)ER2 / ?+Z{;—> 1}
2 )’2

que corresponde al exterior de la elipse T + T= i
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EJERCICIOS

1.- En los siguientes ejercicios, determine los puntos en los que la funcion es

discontinua.
2

+y 00

0 feay) = Ty S ) # (0:0)
0 , si(gy)=(0;0)
3x% 4+ 4y3

by f(x;y) = W'SI(x;y);t(o;o)

0 , si(x;y)=1(0;0)

R. Discontinua en (0; 0)

R. Continua en todo [R?

1 C |
o) fly) =17 5" (m) ,si (x;y) # (0;0)
0 . si(x;y)=(0:0)

R. Continua en todo R?

’

X
d) fley) =<{Ixl+ 1y’
0 , si(xy)=(0:0)

si (x;y) = (0;0 . R
(x:y) = (0:0) R. Continua en todo R*

('xz sen (x* +y?)
e) f(x;y) = x? +y?
1 1, si(xy)=(0,0)

sExy) = (0:0) R. Discontinua en (0; 0)

’4+4

Nfixy = (8 arceot (m> st xy) = (0:0)

R. Continua en R*
L 4 . osi(xy) =(0:0)

27z -1 cosx (0: 0 )
—— + —— ,5i (x;y) ¥ (0;0) ~ant me
Yit+y? 1ixl Y R. Continua en R
)

2 flx;y) = Sf
si(x;y) = (0:0;

arctan(x® + v2) + In(x? +y% + 1
W flxy) = X%+ y?
1 0 . si(xy) =(00)
R. Discontinua en (0; 0} -

st {xy) = (0;0)

| Dfxy) = %x lno(x '+ }Si)(;;sg’;x;y()(););o, 0) R. Continua en R2

j’l —cos(2x* + 2y?)  xP4yi-2

Dxy) = Z+v)? | xf+yi+2
3, si(gyr=(0;0)"°

R. Continua en R*

,st{x vy =(0:0)
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2.- Determine el conjunto en el que las siguientes funciones son continuas

3
a)f(x;y) = P'T%TZ b) f(x;y) = arccos(y — x?)

x* +y*

V9 —x2 —y?

e) fx;y) = ln(4 2=y —In(x?+y?-1)

sen (xy)
N flxy) = Py

o f(y)=In(16-y*+x*) d)f(x;y) =
g) f(x;y) = arcsen(x? + y?)

EJERCICIOS DE REPASO DE LIMITES Y CONTINUIDAD

1.- Calcule los siguientes limites, en caso existan
x*y? + 2x%y —xy? —xy +2x —y — 2

) lim R.—1
& ny)ﬂ(l -2y x?y + xy? + 2x — y2+3xy+2x—4y--4
x* + xy—2+x -8
b) lim ,___3'_ R.0 ¢) lim ,*/ Y ,_y_ R.1/2
wy)=@i-3) x +y (xy)-(21) Jxty? -4
d li ! ( ! ! ) R.2
) Gey)toi0) xy\1—xy 14xy+x2y? '
. 2.2
x3sen (y? - 9) eV —1
jim ————————++= R.0 li - R.1
) (x: y)a(o 0) (y + 3)sen (x?) 2 (x:y)l—rI}O;O) sen (x3)In(1 + y?) *
x sen {xy) In(1 + xy?)
—— li R.
&) (v ol0:0) 1 — ex*+y? R.0 ) x: y)‘i‘%o o tanx (1 — cos(x? + v?}) 0

2.- Estudie la continuidad de las siguientes funciones
» x* +4y? . , ) .
a)f(x;y) = m R.continuaen D = R* — {(x; y) € R* /x = 2y}
1
b)f(y) = yeos(zs) R B ((0:0)

x% +y?

of(y) = YR —
R.continuaen D = {(x;y) € R? / x* + y? < 4}
y® +Inx
d) flx;y) = G=a71y6
R.continuaen D = {(x;y) ER?x > 0Ax # 4 — y?}
X+In(y+1
e)flx;y) = O+1) R.continuaen D = {(x;y) € R? /y > -1}

+1)8 +x6
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3.- Analice la continuidad de las siguientes funciones en el punto (0; 0).

Xyt .
2 fy) = {3571 =y ,Si(x;y) # (0:0)
o, si (x;y) = (0;0)
x3 sen (y? - 16)

by ) =] = dsenx S N F O
0, si (Gy)=(0:4)

—
xcosyx?+y?  sen’x

si (x;y) # (0;0)

Afy) =4 fxzvyz  x+yE
o si (x;y) = (0;0)
x3y _
dfeey) ={* TV gy SN =00
0 si (x;¥) = (0;0)

+7
Slx| + 71yl o

4.- Demuestre que ~ lim = =
g (y)-(0:0) 7x? + 9y?
Solucién: Usando coordenadas polares, se tiene

Sx| + 7]yi e iri[Slcos 8] + 7|sen 6|}
(xy)ot0:0) TX2 + Oy2 190 12(7¢0s20 + 9sen?0)

_ Sicos 8} + 7jsen 8} _
= S (7cos26 + 9sen?6)

5.- Analice la continuidad de la funcién en (0; 10)

R. es continua.

_Iny - (025 -4 i 10—y

f(x:)’) V[y~4x_4 \;x2+y2+4

6.- Analice la continuidad de f en el punto (0; 0).
y2y? ‘ |

Feay) =P+ B (x;y) # (0:0)

0 . si(xv) =(0;03
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DERIVADAS PARCIALES

3.1 DERIVADA PARCIAL DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES

En Tdpicos de Cdlculo Vol. I , hemos visto que para estudiar la pendiente de la
recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto y para medir la rapidez de
cambio de la variable dependiente respecto a la variable independiente, era
necesario emplear la derivada de la funcién f. En este capitulo veremos como
esas ideas se generalizan a funciones de varias variables.

Definicion 1.- Sea f:D € R? — R una funcion de dos variables con dominio en
el conjunto D € R?

Las derivadas parciales de primer orden de f con respecto a las variables
independientes x e y, en cualquier punto (x;y) € D, son las funciones dadas por

of (x; x + h; (x;
f(;;y)—fx( ) = Dufriy) = lim f(» y})l f(xy)
d h;

f(x ) _ = £,(5y) = Dof(xiy) = ;lffféf(ﬁ y’z fx; y)’

si estos limltes existen.

Los limites en esta definicion son en una variable, por lo cual para calcularlos se
puede usar las técnicas aprendidas en Tépicos de Cdlculo Vol 1, sobre
racionalizacion, regla de L Hospital, etc.

Puesto que la derivada parcial de una funcién de dos variables es la derivada
ordinaria de la funcion que se obtiene al fijar constante una de las variables x ¢ y,

su célculo se realiza de la misma manera y usando las mismas reglas que se
utilizan para las funciones de una variable real.

Observacion 1.- Cuando queremos definir la derivada de fen un punto particular
(x0; ¥0) € D, simplemente reemplazamos (x; y) por (x4; ¥o) en la definicion.

Ejemplo 1.- Dada la funcion f(x; y) =3x%y +x +y. Usando la definicion de
dcrivada parcial calcule f,(1;1) v £,(=1;1).
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Solucién
AN f(1+h;1)——f(1;1)_ . [3(1+h)2+h+2]-5
1 1) = ’Ll_% h = }11}3(1) 5
h(3h+7
—im"GAED
h—0 h

FL14k) - f(-1L1) . [BA+K) +k—3
= lim
k k-0 k

f(=11) = lim
. 4k
=lim—=4
k-0
Definiciéon 2.- Sea f:D & R™ — R una funcion de n variables con dominio €l
conjunto D € R™, tal que z = f(xy; Xg; s Xp)

Las derivadas parciales de primer orden de f con respecto a las variables
X1; Xo; ...} X, en cualquier punto (x;;x,;..;X,) € D son las funciones de n
variables dadas por:

Of (xq; s xp) G )_limf(xl;...xi+h; v X)) = f Qg %)
dx; SRS T o h

si estos limites existen para i = 1,2, ..., n.

La derivada parcial de una funcién de n variables es su derivada de f respecto a
una de sus variables independientes y mantiene a las otras como constantes.

Ejemplo 2.- Halle las derivadas parciales de primer orden de las siguientes
funciones

a) f(x;y) =x3—2x%y? +3 b) g(x;y) = e* ¥ +In(x? + y? — 4)
¢) h(x;y;2z) = 2cos(xy?) + tan(yz) — In(x? — 4y) + /xyz

z X
d) f(x;y;2) =f ef;dt +f cos(t?)dt + arctan(xyz) + 8
x -y

Solucion

a) Al derivar f con respecto a x manteniendo constante y, se tiene

fe(x;y) = 3x? — 4xy?

Al derivar f con respecto a y manteniendo constante x, se obtiene

fy(x;y) = —"4’x2y
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b) Al derivar g con respecto a x mantemendo constante y, resulta

)=V 2x + 2 2xexv? 4
M = e X e es—_ € B rem— ]
9= (xiy x?2+y?—4 x2+y?—4
Al derivar g con respecto a y manteniendo contante x, s¢ obtiene
-
) = eX2 YR (20 + y = —oyexiyt 4 zy
gy(x,.y) € (=2y) XZtyl—4 ye x2+yZ —4

¢) Alderivar h con respecto a x manteniendo constante y y z, resuita
2x  yz

x2=4y " 2 [ayz
2
_2x

24y 2\x

Las derivadas parciales de h con respecto ay y z son:

he (6 y;2) = =2 sen (xy*) (y*) —

= ~2y?% sen (xy?) —

—4 Xz

hy(x;y; 2) = =2 sen (xy*)(2xy) + sec’(yz)(z) — — e
-4y 2 2/ xyz
= —9xy sen (xy?) + z sec?(yz) + \/Xy
—4 " 2./y
h,(x;y;2) = sec*(yz)(y) + - 3.- =ysec’(yz) + = /2
-V/\./ \/—
d) Las derivadas parciales de f con respecto ax,y y z son:
2 yz )
iy z) = —e* + 2 COS(XZ) + m
L 5 xz
fy(x, v, Z) = Z COS(y ) + W
2 * Xy
f,(x;v;2) =e? + f_ycos(tz) dt +m

xy(x* = y*) N
Ejemplo 3.- Sea f(x;y) ={ x2+y? ' st (ay) = (0:0)
0 . osi(xay)=(00)
Halle £,(0;0) y f,(0;0) si es que existe.
Solucion
i) Para y # 0, se tiene
esmp gy
_ thy y) . ht+yr
e e &
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_ lim hy(h* —y*) _ o Y =y
o h(h? +y2?) ~ h~0 h2 +y?z

Luego, paray = O resulta f,(0;0) =0

i) Para x # 0, se tiene

o0+ m - sy PGS0

. T X, - X; Y x2 + R2

fy(x:0) = Jim h = Jim h
xh(x —h%) . x(x*-h?)

TR R RE) S 2 RE

Luego, para x = 0 se obtiene f,(0;0) = 0

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS DERIVADAS PARCIALES
DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES

Sea z = f(x;y) una funcion de dos variables con dominio D € R? tal que
fx(x0i¥0) ¥ fy(x03y,) existen para (xo; y,) € D.

Si y =y, (planc paralelo al plano XZ), entonces ¢,:z = f(x;y,) representa la
curva formada por la interseccion de la superficie z = f(x;y) con el plano
¥ = Yy, como se muestra en la figura 3.1.

Fig. 3.1
Por tanto,

_ f(xo + hyyo) = f(Xo;¥0)
fe(Xe:¥0) = ,1!1_133 A =mr

representa la pendiente de la recta tangente (Ly) a ld curva ¢, en el punto
Po(x0; yo: f (%03 ¥0)). (Fig. 3.1) '
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La ecuacion cartesiana de la recta tangente Ly en el punto Py(xy; yo; f (x0; ¥o)) es
Lr:z = 2o = fi(xo; yoy(x — xo_) Ay=yo (20 = f(x0:y0))
X—Xg  Z—1Z
1 filxoio) hy=

La forma vectorial de la ecuacion de 1a recta tangente Ly es
Lr: (x;y;2) = (X0; ¥oi 20) + t(1; 0; fe(x0; 7)), tER

y su forma paramétrica

X=X0+t
Lr:sY = Yo ,tER
z =25+t fi(X0; ¥o)

donde su vector direccién es d = (1; 0; f(x0; ¥o))
De forma similar,

(Vo + k) — ;
fy(xos¥0) = }(i_r:((l)f(xo Yo 12 f(x0; ¥o)

representa la pendiente de la recta tangente (L';) a la curva ¢, (obtenida por la
interseccion de la superficie z = f(x;y) con el plano x = x;) en el punto

Po (x5 Yo f (%05 ¥0))-
La ecuacion cartesiana de esta recta tangente L'; es

L'yiz = zy = fy(x; Y)Y = ¥o) A x =X

;Y=Y Z—Z

= L'r: = A
Y A EHES)

La forma vectorial de la ecuacion de L'y es

L'y (6 y:2) = (X0; Yo: Z0) + 5(0;1; f,(x0; %)), SER

X = Xxq

y su forma paramétrica es
X = Xg
L'p:{y=Yots ,SER
z =29+ 5 f,(x0; Yo)

donde b = (0;1; fy(x0; o)) es su vector direccion.
Observacion 2.- Los valores de f,(x;y) v f,(x:y) enel punto Py(xp; ¥o; Z) de

la superficie z = f(x;y) denotan la pendiente de la superficie en las direcciones
de los ejes X e Y respectivamente.
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PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA SUPERFICIE

Definicién 3.- La ecuacion general del plano tangente a la superficie
z = f(x;y) enel punto Py(xo; Yoi Z9) (2o = f(x¢); ¥y)) con vector normal

-

I L k ,
N=dxb=|1 0 f(xyo)|=(—fxlx0i¥0); ‘fy(XO;YO)i 1)
0 1 f,(x0:%0)

= —(fx(x0: ¥0)i fy (X0; ¥0): —1)
es
Pr: filxos yo)(x — xo) + fy(x();yo)(y = Yo)—(2—2)) =0

Definicion 4.- La recta normal a la superficie z = f(x;y) en el punto
Py(xq; Vo: 2o) es la recta que tiene la direccion del vector normal del plano
tangente a la superficie en Py; su ecuacioén vectorial es

Ly:(x;y:2) = (X03 Yoi Z0) + t(fx(xo?%)iﬁz(xoi)’o)i -1)teRr

Ejemplo 4.- Halle la ecuacién vectorial de la recta tangente a la curva de

interseccién de la superficie z = f(x;y) = /64 — 5x? — 7y? y el plano x = =2,
en el punto Py(—2;2; 4).

Solucion
Al derivar f con respecto a y manteniendo x constante (x = ~2), se obtiene
) ~14y 7y
f(xy) = =

268 —5xZ—7y2 64— 5x% - 7y*

Luego. la pendiente de la recta tangente a la superficie en el punto P, es

£(=2:2) 14 7

m - s ; T e ———— T e -

T vie 2

Por consiguiente, la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva de
interseccion de la superficie z = f(x;y) conel plano x = —2 es

7
Le:i(x;y:2) = (-2;2;4)+t(0;1;~§),tel&

Ejemplo 5.- Una recta tangente trazada a la superficie

flx;y) = e*sen6my) — 2x3 — arccot(xy) —

14 x?
en un punto donde y = 1 est4 en un plano paralelo al plano YZ y tiene pendiente

—12m. Encuentre la ecuacion del plano.
Solucidén
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Como

x
f(x;y) = e 6my) x cos(6my)(6m) +

x
1+x2y2 1+x2’
entonces la pendiente de la recta tangente a la curva de intersecciéon de la
superficie z = f(x;y) con el plano paralelo al plano YZ (x = x,), en el punto
Po(x0; 1; f (x0; 1)) es

mr = fy(x0; 1) = 6mx, +

Xq X0
1+x2 142 x5
Dado que la pendlente de la recta tanoente es —12m, entonces

= 67X,

mp = 6mxy = —12m = x5 = 2
Por tanto, la ecuacion del plano paralelo al plano YZ es
Pix=-2

Ejemplo 6.- Encuentre los puntos de la superficie f(x;v) = xy(1—x—y)
donde el plano tangente es paralelo al plano coordenade XY.

Solucién

Como el plano tangente es paralelo al plano XY, entonces su vector normal es

paralelo al vector k = (0;0; 1). Luego, se tiene

af (x; , af(x;y) )
—I—%V—ylzy(leX——y):. févyu)zx"\l—x-—Zy,:Q

Al resolver estas ecuaciones simultaneas encontramos que los punitos donde se
anulan las derivadas parciales son (0;0),(1/3;1/3),(1;0) y {G;1). Luego,
hay cuatro planos tangentes horizontales a la superficie en los puntos

(000)( )(100)y (0;1;0)

3'3°27

X
Ejemplo 7.- Considere el hiperboloide de dos hojas T T T

a) Encuentre el plano tangente al hiperboloide en el punto A(—6; 2; /28)

b) Halle la ecuacion vectorial de la recta normal al hiperboloide en ¢l punto
A(—6;2;28).

c¢) Determine los puntos sobre el hiperboloide en donde los planos tangentes son
paralelos al plano Q:2x +y +z = 0.

Solucion

a) De la ecuacion del hiperboloide, se obtiene

z=f(x;y) =yx>—y*—4
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Como las derivadas parciales de f con respecto a x € y son

-y
fi(x:y) = s &Y e
* Jx2—y*—4 g vxt—y?—-4
entonces
(-6:2)=—= vy f(-6:2)=—
fx \/7 y fy ﬁ
Luego, la ecuacidn del plano tangente al hiperboloide es

3 1
PT:-——7(x+6)--——~(y—2)—(z—~\/fé):0<==‘>PT:3x+y+\/72+2=0

V7 V7

b) La ecuacion vectorial de la recta normal al hiperboloide en el punto A es
Ly:(x;y:2) = (—6;2;V28) + ¢(3; 1;,V7),t € R

¢) El vector normal del plano tangente al hiperboloide en el punto Py{xq; ¥g; 25)
es

_, X - Y
N=(fx(xo:yo):fy(xo:yo);—l)=(i — °2 ¥ = 02 ;—1)
VXg— Yo —4  Nxg—Y, — 4

.—_—-——-——~—-————-1 + - ; 2 _ 2—"4’
Exo; + Yo Xo — Yo

Vx5 —y5 —4

El vector normal del plano Q es 7\75 =(2;1;1)

Como el plano tangente es paralelo al plano Q, entonces sus normales son
paralelos. Luego, se tiene

rJ 7
NxNo=ltxy Fyo —|x-¥i—4
2 1 1
~ (1 + - — 4102 -2i - w2t s 2
= (0;0;0)

Al resolver la igualdad, se obtiene x, = 2y, ,¥, = V2
Luego, los puntos del hiperboloide donde el plano tangente es paralelo al plano Q
son: B(=2VZ2;VZ;V2) y C(2VZ; —VZ; —V2)

2 2 2.2
Ejemplo 8.- Demuestre que el plano tangente al elipsoide e + ¥ + pri 1 en

X
en un punto (X, vo; Z,) tiene por ecuacion @: - +—+ =
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Solucion
Primero consideremos la parte superior del elipsoide, es decir z > 0

2=y =c1- () - (%)

Luego, se tiene

2

c?x c?y
fGey) = . fxy) = ~ 32,
La ecuacion del plano tangente a la elipsoide en el punto Py{(x; yg; Zo) (2 > 0)

es  Prifilxo; ¥o)(x — x0) + f,(x0: ¥0) vy — o) = (2 —25) = 0

cx, c?y,
& Pr: ”azzo(x“xo) “bzzo()’-)’o)“(z”‘zo) =0
XoX VoY | ZoZ
& Pri— — =

a? | bz 2
Ejemplo 9.- Halle la pendiente de la recta tangente al paraboloide
z = f(x;¥) = x* + 8y? en el punto A(2; 1;12), en las direcciones de los ejes X
e Y respectivamente.
Solucion
i) En la direccion del eje X, la pendiente de la recta tangente es
fe(xiy) = 2x
En el punto A(2;1;12), la pendiente de la recta tangente en la direccion del eje
X es

f(2;1) =4

1i) En la direccion del eje Y. la pendiente de la recta tangente al paraboloide es
fy(xy) = 16y
Luego, la pendiente de la recta tangente en el punto A(2;1;12) es
£2:1) =16

INTERPRETACION DE LAS DERIVADAS PARCIALES COMO RAZON
DE CAMBIO

Sea z = f(x;y) una funcion de dos variables con dominio D € R? tales que
fe(iy) y fy(xiy) existen ¥(x;y) € D. Entonces se tiene:

if(xiy) 0z . : .
P = e mide la razén de cambio de la variable dependiente z con
respecto a la variable independiente x, dejando la variable y constante
(o fija).
af (x; dz
b) f&x:y)

3y = 5}7 mide la razén de cambio de z con respec:o a y, dejando
la variable x constante (o fija).
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Ejemplo 10.- Suponga que una placa metélica delgada de forma rectangular se
calienta irregularmente, de forma tal que la temperatura en cualquier punto (x;y)
de la placa es

T(x;y) = 4x%y +y
Ademas, suponga que x e y estan medidas en metros y la temperatura T en grados

Isius. {Cémo varia la temperatura T en el punto (2; 3) cuando y permanece fijo

en v = 3? ;Qué significa esto?
Solucién
Cuando y permanece fijo, la derivada parcial de T con respecto a x es

T (x;y) = 8xy
Luego, la rapidez de cambio de la temperatura T en el punto (2; 3) es

T.(2;3) = 48°C/m
Por consiguiente, cuando y = 3 (constante) y x = 2, la temperatura de la placa
aumenta a razén de 8°C por cada metro de aumento en x.

Ejemplo 11.- Se construye una caja rectangular cerrada de manera que su

volumen sea 36 pies cubicos. El costo de! material de la tapa y de la base es de

S/. 10 el pie cuadrado, el del material para las partes de enfrente y de atras es de

S/. 9 el pie cuadrado y el material para los otros lados es de S/.7 el pie cuadrado.

a) Determine la funcién de costo C(x;y), donde x e y son las medidas del largo y
el ancho de la base de la caja respectivamente. .

b) Calcule C,(3;4) y (,(3;4) e interprete los

resultados. :
Solucién !
a) El volumen de la caja rectangular es A z
36 / ;

V=xyz=36=2z=—
xy

De acuerdo a los datos del problema, el costo del .
material para construir la caja es

C =10Q2xy) +9(Q2xz) + 7(2yz) = 20xy + 18xz + 14yz
Al reemplazar la expresién de z en el costo C, se obtiene

C(x;y) = 20xy + 18 (36) + 14 (36> 20xy + 648 + 504 >0
N fred — po— X —_— __‘x'
(x;y xy x P y o y 5 Y

b) Las derivadas parciales de C con respecto a x € y son

504 648
C.(x;y) =20y - 3 y C(x;y) =20x— ~y—2—

Luego,
504
C,(3;4) =80 - 80—56 =24, = (,(3;4) =60—-40,5=195
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Por tanto, cuando el lado de la base de la caja de medida x es 3 pies y el lado de
medida y se mantiene constante en 4 pies, el costo de construccién de la caja
aumenta a una razén de S/. 24 por cada pie de aumento en x.

De manera similar, cuando el lado de la base de medida y es 4 pies y el lado de
medida x se mantiene constante en 3 pies, el costo de construccion aumenta a una
razon de S/. 19,5 por cada pie de aumento en y.

Ejemplo 12.- Se lanza un nuevo producto al mercado. Ef volumen de ventas V del
producto se incrementa como una funcién del tiempo ¢t medida en meses y de la
cantidad de ¢ nuevos soles gastada en la campaiia publicitaria que est4 dada por

V =V(t;c) = 400(6 — e0002¢)(1 — ¢~ 1)
Calcule V,(1;500) y V,.(1;500) e interprete el resultado.
Solucién

V. (t;¢) = 100(6 — e 2002¢)(e™t) y V.(t;c) = 0,8e70002¢(1 — =8
Luego, se tiene

V. (1;500) = 100(6 —e~1)(e™ ') = 207,194

V(1;500) = 0,8e"*(1 ~e™*) = 0,186

Luego, V;(1;500) = 207,194 significa que después de un mes (¢ = 1) de haber
lanzado el producto al mercado y mantener constante e} gasto en publicidad en S/.
500, el volumen de ventas aumenta a una razon de S/. 207,194 en cada mes.
Similarmente, V.(1; 500) = 0,186 significa que cuando se ha gastado S/. 500 en
publicidad en un mes (t = 1 fijo), el volumen de ventas aumenta a una razon de
S/. 0,186 por cada sol de aumento en publicidad.

Ejemplo 13.- Sea ¢ la curva de interseccion del paraboloide z = 12 — x? — y?
con el plano x = 2.
a) Halle la ecuacién vectorial de la recta tangente a la curva ¢ en el punto

A(2;2;4)
b) Halle la ecuacidn del plano tangente a la superficie
2 2 .
z=f(x;y) = 3 + T que es perpendicular a la recta tangente obtenida en a).
Solucién

a) Al parametrizar la curva @ en términos de y = t, se tiene
Calt)=(2;t;:8-t%)
Asi, para t = 2, se obtiene el punto A(2;2;4)
Luego, se tiene
a'(t) =(0;1;-2t) y a'(2) = (0;1;, -4)

109



CALCULO il

Por consiguiente, la ecuacién vectorial de la recta tangente a la curva @ en el
punto A es
Lri(x;y;2) = (2; 2;4) + s((); 1;,-4),s€R

b) Como f,(x;y) = = y fLO6y) == emonces el vector normal del plano

tangente a la superﬁcne zZ = f(x,y) en el punto Py (xo; Yo; f(x0: ¥0)) €s
N b
N = (fx(xo;}’());fy(xo;yo) ) (...O_ .20, _1)

Puesto que los vectores N y @ = (0;1; —4) (vector direccion de L) son
paralelos, entonces se tiene

— X
N=kie= (;yf—l)—k(()l 4= x=0,y,=1
Por consiguiente, la ecuacién general del plano tangente a la superficie en el

1 !
punto P, (0; 1;5) con vector normal K % - )

1 1
PT:O(x~O)+Z(y—1)—<z—§)=01:'P 2y —-8z—-1=0

Observacién 3.- (Continuidad y Derivabilidad Parcial). La existencia de las
derivadas parciales de una funcion en un punto no garantiza la continuidad de la
funcion en dicho punto. Por ejemplo, para la funcién

12xy .

fly) =275 97 ,Si(x;y) #(0;0)

0, si(xy)=(00)
las derivadas parciales con respecto a x e y existen en el punto Py(0;0); sin
embargo, f no es continua en (0; 0).
La razon por la que una funcién puede tener derivadas parciales y no ser continua
en un punto es debido a que, la existencia de una derivada parcial depende del
comportamiento de la funcion a lo largc de un camino lincal, mientras que la
continuidad depende del comportamiento de la funcién a lo largo de todas las
trayectorias que pasan por el punto.

x2(y — 4)
Ejemplo 14.- Dada la funcion f(x;y) =4 x+y
0, six+y=0
a) Analice la continuidad de f en el punto A(—4;4)
of (=44)  Of(—4:4)

b) Halle e y 3y , Sl existen

Six+y#0
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Solucién
a) Sean Ty ={(x;y) €R*/x=-4} y T,={(x;y) €R*/ y=4} dos
trayectorias que pasan por el punto A(-4;4). Los limites sobre estas
trayectorias son:
SobreTy: fGxiy) = lim f(~4:y) = lim 109 _ 4
) ( 4;4) ya4 y—4 .

SobreT2 ) n M)f(x JY) = hm fl4) = hm 0=0

Por tanto, por la regla de las dos trayectorias, el lnmte no existe.
Luego, f es discontinua en el punto A(—4; 4).
b) Al considerar la definicion de la derivada parcial, se tiene:

f(~4 + h;4) — f(~4:4)

fi(—44) = }le)ré - iHo(O) =0
o f(~4;k+4)~f(—4;4)_ _ 16k
o) = i E S Dy B

Por tanto, las derivadas parciales de f en el punto A(—4; 4) existen.

Ejemplo 15.- Dada la funcion f(x;y) = |x? — 4x + y* — 6y + 4/, halle los
puntos en los cuales f,(x;y) no existe. '
Solucién
Al considerar la definicién de valor absoluto, se tiene
X2 —4x+y -6y +4,si(x—-22+(@y-3)*=9
fy) = { 2 2 : 2 2
~(x* —4x+y*—6y+4),si(x—-2) +(y—-3)P* <9
La derivada parcial de f con respecto a y es
£ Gy) = {2)} ~26,51.' (x~2)z +(y——3)z >9
—2y,si(x=2)"+(y—-3)*<9
Ahora, analizamos la existencia de f,(x;y) en los puntos sobre la circunferencia
(x=2)2+(y—3)2=9.
Sea Py(x,; yo) un punto sobre la.circunferencia (Fig. 3.3). Entonces:

L f(xo; Y0 + k) — f(x0; ¥o) ’
f((x0iy0)7) = k]lgl_ k Py (%03 %0)
_ —2ky, — k? + 6k
- kio_ Z _ ) {(2;3)
=6- Zy() 0 { >
[ Yo + k) = f (%03 o) ’ ’
f((x0;¥0)") = k]l,%l«» k
. 2ky, + k* — 6k 2 6 e
E3 kirglf—————k—* =Y —
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Por consiguiente, f, (Xo; Yo) existe si las derivadas parciales laterales son iguales,
esto es

6— 2y, =2y,—6
De donde resulta y, = 3. Al sustituir este valor en la ecuacién de la
circunferencia (x — 2)% + (y — 3)? = 9, se obtiene

Xg=-10 xy=5
Asi, f,(xp;¥o) existe en los puntos (5;3) y (-1;3). En los demas puntos de la
circunferencia (x — 2)% + (y —3)? =9, fy(x;¥) no existe.

EJERCICIOS

1.- Halle las primeras derivadas parciales de las siguientes funciones:

a 0 )
a) f{x;y) = x*sen®y R. é = 2x sen’y l = x? sen 2y

dy
J a
b) flx;y) =x¥" R. éé = y2x¥*-1 ,—a~§= x”* 2y Inx

x3
x =y
x x?
d)fl;y)=1In (5}-) + arctan —y— + arcsen (xy)
o [Pyt —x 0z -2 dz 2x
e)z=In| ——— R

x?+y?+x

o) flx;y) =x%e™ + ln( > + sen®(mxy)

. $5‘=7/xz+y2 "0y Jx?+y?

fu=e Y +e?Y +sen 2y —z + x)

x2 x
+ arcsen ( )
1+y

x—1
W fGiy) = xyex " +1n (=)
y—1
xyz
x% +y? + z2

DfGyz) = xf

——dt
2 1+ cos?t

K) fCoy;2) = (x2 + y2 + z2) In(Jx? + y2 + 22) + xz? — yx? + zy?

— y2

x2 4+ y?

g) f(x;y) = arctan

. N a2 3xy
)fxy z) = +e*¥? + arctan (—

z

+ yz3

2.- En los siguientes ejercicios, determine las derivadas parciales indicadas en
caso de que existan.
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1+ cos(nxy) .
a)f(X:;v)—{ vy SETYEC caisny p0)
0 , six+y=
X"y
b) f(x:¥) = {y+ SV E -1y £,(0:1)
0, siy=~— A

3_y3 . .
O flxiy) = {xz Tyz SLEDF Q0 e 0.0y £,0:0)

0 .,  silxy) =(0:0)
Y ‘+x#0
-, 5i X :
O fy) =4 yrx Y L KLY f(-11)
o siy*+x=0
R 2 5 ou du
3.-Siu=In(x*+xy+y%). Pruebequexé—;+y5—};=(_
4-Si _y++ b 6u+ du auo
iu 5’ pruebe que x yay =
du du
5-Siu = y? + tan{ye'/*), pruebe que x> —-+yay 2y?
6-Sit = —— be quex s +y 24 1 2 2 4w =0
- |u~xy+byz+xz,prueequexax yay Zo—tu=
7-Siu= e b 6u+au+a = +xz + 1
- tu—ex_l_eykfﬂez,prueequea a3y "oz y(xy xz+yz—1)

8.- Calcule la pendiente de la tangente a la curva de interseccion de la superficie
z =36 — 4x% — 4y? 4y? yelplano x = 2 enelpunto Q(2;~1;4) R. I

9.- Una recta tangente trazada a la superficic z = 9 — y? — yx* en un punto en el
tercer octante donde x = ~2 estd en ¢l plano paralelo al plano YZ y tiene
pendiente —8. Encuentre la ecuacién del plano. Riy=-—

10.- Una arafia camina hacia arriba a lo largo de la curva dada como la
interseccion de la superficie z = x* + xy> + 12 con el plano x = 1. En el
punto (1;—2;5), sali¢ por la recta tangente. (En donde tocd la arafia al plano
Xz7? R. (1;0;29)
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11.- Una recta tangente trazada a la superficie

z = e?¥cosU7mx) 1 495 — arctan(2xy?) + 2xy”
1+ y*
en un punto donde x = —1/2 estd en el plano paralelo al plano XZ y tiene
pendiente 14m. Encuentre la ecuacion del plano. Ry=-1

12.- La interseccion del plano y = 1 con la superficie z = x®y + 5y? es una
curva C. Si se traza la recta tangente a C en el punto donde x = 1, halle el
punto donde dicha tangente corta al plano x = 0. R. (0;1;3)

13.- Considere una esfera con centro en el origen y radio 13. Una recta tangente
trazada a esta esfera en un punto en el primer octante donde x = 3 esta en el
plano paralelo al plano XZ y tiene pendiente —1/4. Encuentre la ecuacion del
plano. Ry=4

14.- En cada uno de los siguientes ejercicios, halle la ecuacion del plano tangente
y de la recta normal a cada una de las superficies en el punto indicado.

‘ x?  y? 83
a)Z:3—?~-1—g, PO(Z;Z;EE) b)z=xIny , (1;1,0)
Oz=J4-x2-y2, P,(1;1:V2)
d)z=3x2+y*+2, Py(-1,2;9) R6x—4y+z+5=0

e)z=e**cos3y, Py,(1;m/3;—€?) R.2e?(x -1 +z+e*=0
Hz=In(yx%+y2), Py(—3;4;In5)

15.- Halle los puntos de la superficie donde el plano tangente es paralelo al plano
coordenado XY.

Xy 2 2 3 2,2
a)7+——9—+—1--—1 b) z=xy—x"y +x°y

c)z=x*-12xy + 8y3 d) flx;y) = x3yey—3*

16.- Halle la ecuacion del plano tangente a la superficie z = 4xy — x* — y* que
es paralelo al plano Q:8x — 8y +z+28 =0 R8x—-8y+2z—-10=0

17.- Encuentre el angulo entre larecta L = {(—2;5;12) + t(4;1;,-3) /t € R} y
la normal a la esfera x? + y? + z? = 121 en el punto de interseccion de la

26

rectay la esfera R.cosf =+ 22
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18.- ;En qué puntos del grafico de la ecuacién x? + 4y? + 1622 — 2xy = 12,
son los planos tangentes paralelos al plano XZ? R.(2;2,0) y
(—2;-2;0)

19.- Halle un vector tangente a la curva de interseccion de las superficies
x*—3xz+y?z=1 y3xy +2yz+6 = 0enelpunto (1;-2;0).

20.- Demuestre que el plano tangente a la esfera x? + y% + z% = 1 en un punto
(x0; Yo: 20) de la esfera (z, > 0) tiene por ecuacion xx, + yy, + 225 = 1

21.- Encuentre las intersecciones con los ejes coordenados de cada plano tangente
a la superficie x2/3 + y?/3 4 z2/3 = g2/3

22.- Pruebe que el tetraedro acotado por los planos coordenados y cada plano
9
tangente a la superficie xyz = a® es de volumen constante. R.V = 5 a?

23.- Halle sobre el cilindro (x + y)? + (y — z)? = 4 el lugar geométrico de los
puntos en los cuales la normal es paralela al plano XY. Ry =x,x +y = +2

24.- Determine el valor de m para que el plano x -2y —2z+m =20 sea
tangente a la superficie de ecuacion x2 + 4y? + 1622 — 144 = 0

25.- La temperatura T de una placa rectangular esta dada por
T(xy) =4xy*(5—-x)(5—y), si 0<x<50<y<5 En (42),
determine la razon de cambio de T'. a) con respecto a x b) con respecto a y.

26.- La funcion de utilidad U = f(x;y) mide la satisfaccion (utilidad) que
encuentra una persona al consumir dos productos x e y. Supongamos que
U =5x®—xy+ 3y*
a) Calcule la utilidad marginal con respecto al producto x (U,(x;y))
b) Determine la utilidad marginal con respecto al producto y (U, (x;y))
¢) Cuando x = 2 e y = 3, una persona ;debe consumir una unidad mas de x o
de y para tener mas utilidad?

27.- Un fabricante de pistones para autos estima que su produccion total en miles
de unidades esta dada por P(x;y} == 15x%/°y3/5 donde “x” es el numero de
unidades de fuerza de trabajo ¢ “y” es el nimero de unidades de capital
utilizado.
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a) Encuentre el namero de unidades producidas cuando se utilizan 32 unidades
de fuerza de trabajo y 7776 unidades de capital.

b) Encuentre ¢ interprete P, (32;7776) y P,(32;7776).

c) ;Cudl seria el efecto aproximado sobre la produccion de incrementar a 33
unidades de fuerza de trabajo mientras se mantiene el capital en su nivel
presente?

d) Suponga que las ventas han sido buenas y la administracién quiere
incrementar el capital o bien la fuerza de trabajo en una unidad. ;Qué
opcidn dara un mayor incremento en la produccién?.

28.- Después que un nuevo producto se ha lanzado al mercado, su volumen de

. . ct + 450
ventas V (en miles de unidades) estd dado por V = ———,donde t es el

Ve +t?

tiempo (en meses) desde que el producto fue introducido por primera vez y ¢

la cantidad (en cientos de nuevos soles) gastada cada mes en publicidad.

a) Calcule Vi (c; t)

b) Use el resultado de la parte a) para predecir el nimero de meses que
transcurriran, antes de que el volumen de ventas empiece a descender, si la
cantidad destinada a publicidad se mantiene fija en S/. 9000 por mes.

R. 18 meses

29.- Una compaiiia que fabrica computadoras ha determinado que su funcion de
4

produccién esta dada por P(x;y) = 500x + 800y + 3x%y — x* — 24— donde

x es el tamafio de la fuerza de trabajo (en horas de trabajo por semana) e y es
la cantidad de capital (en unidades de S/. 1000) invertido.

Encuentre P (x;y) y P(x;y) cuando x =50 y y =20 e interprete los
resultados.

30.- La funcién de costo de la empresa SAJITA S.A. que produce dos tipos de
productos A 'y B es C(x;y) =50Inx +40Iny + 15y2 + 12x? donde x e y
son las cantidades producidas de tipo A y B respectivamente.

a) Encuentre el costo aproximado de producir 50 de tipo A 'y 20 de tipo B.

b) Halle C,(50;20) y C,(50;20) e interprete los resultados.

¢) Suponga que las ventas de los productos han sido buenas y la empresa
quiere incrementar la produccion del producto de tipo A o del tipo B en
una unidad ;Qué opcion dara el menor costo de produccion?
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3.2 DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR

Lo mismo que sucede con las derivadas ordinarias de una funcién de una variable
real es posible encontrar derivadas parciales de segundo, tercero, cuarto y en
general de orden n de una funcion de varias variables.

Vamos a empezar por denotar las derivadas parciales de orden superior de una
funcién de dos variables. Luego, se generaliza esta idea para funciones de n
variables.

Sea z = f(x;y) una funcién de dos variables con dominio el conjunto D < R?
Puesto que las derivadas parciales de primer orden de f

0z
= fx(iy) = Dif(x;y)

ox
0z
5, = H05Y) = Daf (i)
son también funciones de dos variables, entonces las derivadas parciales de estas

funciones se llaman derivadas parciales de segundo orden de f.
Estas segundas derivadas de f son cuatro y se denotan por

9%z

9x2 = fu (X ¥) = Dy f (x5 )
9%z ,

5? = fyy(;¥) = Dyr f (x5 y)
62

aydx = fiy(x:y) = Diof (%)
9%z

oy = e (6¥) = Duf(x1)

Las derivadas parciales f,, (x;¥) 'y fy(x;y) se conocen como derivadas
parciales mixtas o cruzadas de f.

Como las derivadas parciales de segundo orden de z = f(x; ) son funciones de x
e y, entonces se puede derivar nuevamente para obtener las derivadas parciales de
tercer orden de f y asi sucesivamente hasta el orden n.

Ejemplo 15.- Halle las derivadas parciales de segundo orden de
f(x;y) = 2xy* — 3x + 3x?y? y calcule el valor de fi, (1; ~2)
Solucién

Las derivadas parciales de primer orden de f son
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feliy) =2y* =3+ 6xy%y f,(x;y) = 4xy + 6x%y
y las derivadas parciales de segundo orden de f son
fuxGy) =6y, f,(x;y) = 4x + 6x?
foyiy) =4y +12xy . fix(x;y) = 4y + 12xy

Luego,
fey(1:=2) = =8 — 24 = —32

Teorema 1.- Si z = f(x;y) es una funcion continua en un punto P(x;y) y las

funciones derivadas parciales f,.(x;¥), f,(x;¥), fiy (3 ¥) y  fyx(x;y) estan
definidas y son continuas en la vecindad del punto P, entonces se cumple:

foy(y) = f,(xy)

Observacion 4.- Si la funcion f:D c R* > R y sus funciones derivadas

parciales Dy f(x; ¥), Dof (x;¥), Diaf (x; ¥), D21 f(x; ¥), Dy2s f (x; ¥), Dors f (x5 %)
son continuas en el punto Py(xg; yo), entonces se cumple

Di21f (X0;¥0) = Da11f (X0: o)

En seguida vemos como estos conceptos de derivadas parciales de orden superior
para funciones de dos variables se generalizan a funciones de n variables.
Sea z = f(x;; X3, ...; Xn) una funcién de n variables con dominio el conjunto
D < R™
Como la derivada parcial de f con respecto a la i-ésima componente
(i=12,..,n)

Dif (ey; %25 s X)) = [, (x5 i) = %(-%——@

Xi

es una funcién de n variables, entonces las derivadas parciales de estas funciones
se llaman derivadas parciales de segundo orden de f y se denotan por

azf(X1; i Xn)
Dijf(xl' vee} xn) = fxixj(xl’ ver) xn) = W

vVi=12,..;n, vi=12,..;n

Las derivadas parciales de la funcién D;;f: D < R™ — R con respecto a la k-ésima
componente se denominan derivadas parciales de tercer orden 'y se denotan por:

0% f (xy: .3 %)

Dijicf (g v Xn) = fapnju (K15 o Xn) = 0x,0x;0x;
. jOX;
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Vi=12,..;n; j=12,..,.n ;k=12..,n
En forma similar, se puede continuar en hallar las derivadas parciales de orden n
de f, en caso existan.

Ejemplo 16.- Dada la funcién f(x;y;2) = e*? —e ¥ cos(xz), halle
fayz (Y3 2) Y faxy (XY 2).

Solucion

Las derivadas parciales de primer orden de f son

x;y:z) =yze Y% + ze Y sen (x2) y f,(x;y;2) = xye** + xe”V sen {xz
XXy y Y y Yy {
Luego, las derivadas parciales de segundo orden de f son:

foy(X:y;2) = ze™* + xyz*e™* — ze Vsen (xz)

(x;y:2) = ye™? + xy?ze*¥? + e Ysen (x2) + xze™ cos(xz

2 (XY y Yy

Finalmente, las derivadas parciales de tercer orden de f son:
p

fryz(X:y;2) = €% + 3xyze™? 4 x?y?z2e*V? — e Vsen(xz) — xze ™Y cos(xz)

foxy(Xiy:2) = €% 4 3xyze™¥? 4 x2y?z%e™” — e Vsen(xz) — xze ¥ cos(xz)

EJERCICIOS

1.- Halle todas las derivadas parciales de segundo orden de las siguientes
funciones:

: x +
a)z = In(x? + y?) b) z = arctan (1 — x};)

X
c)z=u=xy+yz-+zx d)f(x;y)=.m

. X
e)f(x;y) =e*” ) z=x*-4y+In(yx? +y?) — Jarctan (;)x >0
2

g flx;y) =x1In (X;) h)z = e¥** + In(cos(x - y))

2.- Verifique en cada caso que Dy, f(x;y) = Dy f(x; y).
a) f(x;y) = x* +4x3y — 3x%y? + 6xy? + 9y*

b) f(x;y) =e senxcosy c)f(x;y)= xe ¥ + xsecy

1+x
&) fGiyi2) = In(1=) - e
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D) =y D) =xe”
0;0
3.- Si f(x;y) = sen (5nx + y) + cos(x — 5my), calcule f—y’é———)
fxx(0;0)
4.- Una funcion f: R? - R se llama arménica si satisface la ecuacion de Laplace
E)‘f 0% f
+ —= = 0. Pruebe si las siguientes funciones son armonicas
ax? ' ay?
a) f(x;y) = x°y — xy® b)f(x;y) =e ™ seny

cu=-e*seny+In(x? +y?) + x3 - 3xy?

du=e*""Y sen 2xy e)flx;y) =

5.-Siu = Acos{m(x + at)] + B sen {n(x — at)] . Pruebe que
0%u 0%

=a

3tz 2’ donde A4, B,m,n y a son constantes.

azu

6.- Para la funcion u = f(x; y; z) la ecuacion de Laplace es —

1
JxZ+y?

62u

6y AP

Pruebe que las siguientes funciones satisfacen la ecuacion de Laplace.

aAyu=x*+y>+2z>)"Y? byz=e seny+ e¥senx
7-Sif(x;y) = (v + ax)?e?* ™ _ Pruebe que fyx = a’fyy

) y azu 0°u
8.- Siu = arctan (;C—) pruebe que = 6y =0

d*u 9%z az
9.- Siu=e*+eY +e?, pruebe que (

0xdy - axay ax
0. Si eat b *u 0%
- Siu=e cos(x — at), pruebe que FrEimkr e
1o Siy = ye* y b 0%u _ du N 2%u
- Stu =ye” + xe” , pruebe que xdy = 9x20y | 0y?ox
xy(x*=y*
12- Sif(ey) = —————-—xz T2 ,Six“+y %0

0, si(x;y) =(0;0)
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pruebe que f1,(0;0) = -1, £,,(0;0) =1

13.- Dada la funcién F(x;y) = Ax® + 3Bx?y + 3Cxy? + Dx?. Determine que
relacion debe existir entre los coeficientes A, B,C y D para que F, — F Fy,,
sea un cuadrado perfecto.

. 1 .
14.- Dada la funcion z = gxs —2x% 4 25x + ax®y? + bxy* + cxy?

. 9%z 9%z .
a) Determine los valores de a, b y ¢ de modo que FP%) Y 573 sean iguales
X y
v de signos opuestos.
b) Halle los puntos de la superficie representativa de dicha funcién en los que
el plano tangente es horizontal.

15.- Sea la funcion f(x;y) = e™*5 g(x;y). Si g (x;y) = g, (x;¥) = 1. Halle
los valores de las constantes a y b, tales que f,(x;y) = f,(x;¥) v
1+fxy(X;y):a+fyx(X;Y) Ra=b=1

z /x}) g(x;y.z)

16.- Sean g(x;y;2) = —5— y f(x;y:2) =f sen (t2)dt

0% f(2;m 1) 2*f(2;m 1) ’ 9%f(2;m 1)

vV

Halle

dx? " 9y? g 0z°
V21
——— =S (2m)7¥2 0
32 2
17.- Parak tant iti (x;t) L x
7.- Para k una constante positivay g(x;t) = -——, sea
y g 2kt
g(x:t) . kaZf af
) = e du. P e = = =
flx; ) J[) e~ du. Pruebe qu Freaialen

xy
e +e¥ +— - ,si (x;y) # (0;0
18.- Dada la funcién f(x;y) = ( X +y- (xiy) = (0:0)
l 2,  si(xy)=1(0;0)

Hall 9°f(0;0)  0°f(0;0) .
v ten.
alle —=-3 Gray S oS que existen
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3.3 DERIVADA DIRECCIONAL Y GRADIENTE DE UNA FUNCION DE
VARIAS VARIABLES

En la seccién 3.1 hemos determinado la pendiente de la superficie z = f(x;y) en
dos direcciones diferentes: en la direccion del eje X (la pendiente estaba dada por
la derivada parcial f,.(x;y)) y en la direccion del eje Y (la pendiente estaba dada
por la derivada parcial f, (x; y)).

En esta seccion veremos como se puede usar estas dos derivadas parciales para
encontrar la pendiente de la superficie z = f(x; ¥) en una direccion arbitraria.

Definicion 5.- Sea f:D c R™ — R una funciéon de n variables con dominio
D c R" tales que Dy f(xy; o xn), oo D f (g5 .0 ) existen V(g .. x,) € D,
El gradiente de la funcién fen el punto (x4; ...; x,) € D es el vector

VI (xss e xn) = (D f (s o3 %05 s D f (X455 %))

donde V es el operador nabla.
Geométricamente, el gradiente Vf(x,; ...; x,,) es un vector normal a una curva o
superficie en el espacio en la cual se estudia.

Observacion 5.-

i) Si z = f(x;y) es una funcién de dos variables, tales que
Vf(xe;¥0) = (fx(xo;yo);fy(xo;yo)) = 0, entonces Vf(xo;Yo) €S un vector
normal (ortogonal) a la curva de nivel de f (&y: f(x;¥) = ¢) que pasa por el
punto Po(xo; ¥o) (Fig. 3.4).

y A

z|

=VI(x,1¥0)

Folxg; )

7 Cy i f(x;9)=0

7T E

Fig. 3.4 ‘ Fig. 3.5
ii) Siw = f(x;y; z) es una funcion de tres variables tal que
VI (x0; ¥oi 20) = (f (%03 Yoi 20)3 fy (¥o: Y03 20); f(Xoi Y03 20)) # 0,
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entonces Vf(xg;Yo:2o) es un vector normal (ortogonal) a la superficie de
nivel (Sy: f(x;y; z) = ¢) que pasa por el punto Py (xg; vo; zo) (Fig. 3.5).

Ejemplo 17.- Halle el vector gradiente de las siguientes funciones
a) f(x;y) = 8xy — 2x* — 2y* b) g(x;y;2) = cos(xy) + x3y3z3
Solucidén

) Vf(x;9) = (6 y); f,(x; ¥)) = (By — 8x*; 8x — 8y?)

b)Vg(lx;y;z) = (fx(x:y: 2); [y (i y;2); (i z))
= (~y sen (xy) + 3x%y3z% —x sen (xy) + 3x3y?23%; 3x3y32?);

Ejemplo 18.- Si f(x;y) = xe?” — 15In(x2 + y2 + 16), halle V/(2; 0)
Solucién

Vf@y) = (Ll y)if ()

2 30x 2 30y
= (ey - e 2 xy Y —-~———~—~—'—--)
x?2+y2+16 x24+y?+16

Luego, Vf(2;0) = (--2;0)

Teorema 2.- Sean f,g:D < R™ — R funciones de n variables, entonces V es un
operador que satisface las siguientes propiedades:

|
V@) + 9] = Y/ () + Vg(p), Vp(xii %) € D
2=V @) — g®)] = Vf (p) ~ Vg (p)

VA FR)] = AV )
L-VIf(g@] = f@)Vg®) + g®)Vf(p)

- o [f®@7_9@Vip) - f@Vg®)
G- v[g(p)] = o sig(p) #0

6-VIF@))') = rIF @IV ()

/.- El vector Vf(p) indica la direccion de méaxima razon de cambio de f en el
| puntop. ‘
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DERIVADA DIRECCIONAL DE UNA FUNCION DE VARIAS
VARIABLES
Definicion 6.-
Sea f:D < R?* - R una funcién de dos variables con dominio D c R?, y sea
% = (uy; uy) un vector unitario en R?.
La derivada direccional de f en el punto (x;y) € D en la direccion del vector
unitario u, es la funcion de dos variables denotada por

Daf(x;y) = ;‘i_i%f((x‘ y)+ hha) - f(x;y)

si este limite existe.

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA
DERIVADA DIRECCIONAL

Sea f:D © R* - R una funcién de dos variables

Jtal que Dyf (xq: o) existe para (xy;v,) €D y u

vector unitario en R?.

La derivada direccional de f en el punto (xg; y,) €

D en la direccion del vector unitario 1, esto es,
[0 yo) + hi)) — f (x5 Y0)

Df (xo; ¥o) = lim (Gri 3 - )

representa la pendiente de la recta tangente (Ly) a la curva de interseccion de la

superficie z = f(x;y) con el plano perpendicular al plano XY que contiene a la

recta L: (x; y;t) = (X0 ¥0; 0) + t(xg; v5; 0), t €R

Observacion 6.- (Interpretacién de la derivada direccional como razén de
cambio)
i) La derivada direccional de f en el punto (x,;¥,) € D en la direccion del vector
unitario i = (uy; uz) esto es,

uf(xo' }’o) = h f((xo'y()) + h:)) f(xo yo)

mide la razén (o velocidad) de cambio instantdaneo del valor de la variable
dependiente z = f(x; y) con respecto a la distancia en el plano XY, medida en
la direccién del vector unitario U.

ii) St la direccién del vector unitario U estd dado en términos del dngulo que
forma este vector con la parte positiva del eje X, esto es, i = (cos 8 ;sen §),
entonces la derivada direccional de f en cualquier punto (x;y) € D es dada
por
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. fx+hcos@;y+hsen8) — f(x;y
Def ) = lim L fo5y)

si este limite existe.

Ejemplo 19.- Sea f(x;y) = e™ — y%. Halle la derivada direccional de f en
cualquier punto (x;y) € Dy, en la direccién del vector unitario

7= 1 1 )
= 55
Solucién |
:y) + R — :
Dzf(x;y) = lim f(Cey) + hit) — f(x; )
h—0 h
X;
- hmf( f \[“) fy)
h-0 h
h
B - )]t
li V2
= i -
hZ
exy[(z \/5_""7),_1} (y_i)z_ ,
— ] . \/.Z y
- }tl—r»% h T }ll_l;l’é W
G W2k
27 V2 1 >
= e*lim — lim V2
h~0 h h—-0 h
a2,
2 NN e =
h=0 1 Jm 1
=e" (“““i) +\/:'Z_y
V2 V2

Definicién 7.- Sea f:D c R? > R una funcién de n variables con dominio el
conjunto D © R™, y sea i = (Uy; ...; U,) un vector unitario en R™.
La derivada direccional de f en cualquier punto (x;;x,;..;x,) €D en la
direccion del vector unitario % es la funcion de n variables dada por
X150 Xp) + AU) = f(xg; .05 x
Daf ) = g LG 20 T~ i)

si este limite existe.
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Teorema 3.- Sean f:D c R? - R una funcion de n variables con dominio D,
U = (uy; ...; U,) un vector unitario en R™ y Vf(P) el vector gradiente de f en el
punto P(xy; ...; X,) € D, entonces la derivada direccional de f en la direccién del
vector unitario % es

Dgf(P) =Vf(P)+i

u +o
dx; 1 ax, ¢ X,

_of(p af (P) af(P)
= + u 3 u

Ejemplo 20.- Calcule la derivada direccional de la funcién
fGx;v;2) = In(x? + y? + 2z2) en el punto Py(2;2; —4) en la direccion que va de
Pi(2:2;~-4) a :(3;1;-5) '
Solucién
Un vector en la direccion indicada es
d=PQ;=(L-1-1)
y un vector unitario en la direccion de este vector es

. o_d (1 1 1
T (ﬁ'“\/‘?’ T§>
ComoVf(x;y;z) = ( 2x ; 2y : 2z
' x2+y2 422" x2 4y + 22 x2 +yt + 22
vector gradiente en el punto P, es

Vf(2;2;—4) = (-2—%—%)

Por tanto, la derivada direccional de f en el punto P, es

), entonces el

Dyf(2:2;-4) = Vf(2;2,~4) e = —
3v3

Ejemplo 21.- ;Cudl es el valor del angulo € para el cual la derivada direccional

de f(x;y) = /25— x% —y% en el punto (1;2) es minimo y cudl es este valor

minimo?

Solucién
Al usar el vector unitario % = (cos 8 ; sen 8), se
tiene
g{6) = Dzf(1;2)
- NG
! 6 —— 8 :
= ———(0sf — —=sen
2v5 V5
De donde resulta , . o
'0) 1 g 1 9 1
g =——=s5enf —-—cosf y
2V5 V5 A A TR
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1 1
"(B) = ——=cosO +—sen b
9'0) = s+

Al hacer g'(8) = 0, el punto critico de g es 8 = arctan(2)
Luego,

1 1 1
g''(arctan(2)) = —=cos(arctan(2)) + —sen (arctan(2)) = 5 >0

2V5 N

Asi, 8 = arctan(2) corresponde a un valor minimo de g.
Por tanto, el valor minimo de la derivada direccional de f es

o= (345

PROPIEDADES DE LA DERIVADA DIRECCIONAL

Sean f,g:D ¢ R™ - R funciones reales de n variables, tal que Vf(P) y Ag(P)
existen, YP(xy;...;x,) € D, y sea U = (uy;...;U,) un vector unitario en R".
Entonces se tiene:

a)Dz(f £9) = Dgf + Dyg
) Dg(f.g) = fDug + gDaf

f) _ 9Daf — fDag

¢) Dy (5 7 ,sig(P) = 0,vP€ED

d) La direccién del ascenso mds rdpido de la variable dependiente
z = f(xy;...;%,) (oladireccion de maxima razon de cambio de z = f(P))
en el punto P(xy;..;x,) €D, se presenta cuando el vector unitario
U = (Uy; ...; Uy,) tiene el mismo sentido que el vector gradiente Vf (x;; ...: x,.).
En esta direccion, el valor méximo de la derivada direccional de f es

Dgf(xy; i Xn) = va(x]; n-)Xn)”

e) La direccion del descenso mds rapido de la variable dependiente
z = f(x;...1x,) (0 la direccion de decrecimiento mas rapido de z = f(P))
en el punto P(xy;..;x,) € D, se presenta cuando el vector unitario
i = (Uy; ...; uy) tiene el mismo sentido que el vector =V (x;; ... %),

En esta direccion, el menor valor de la derivada direccional de f es

Dgf(xy; i xn) = =IVF(xys oo s )
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De las propiedades d) y ¢), la derivada direccional de f en la direccién de
cualquier vector unitario % del espacio R™ satisface la desigualdad

—NVfCews i x)ll < Dgf (xai i 2n) S VF (g s x0)

f) Cualquier direcciéon @ = (uy;...;u,) perpendicular al vector gradiente
Vf(xy;...; x,) es una direccion de cambio cero en f, esto es

Dgf(xy; i xy) =V (X sx)eti =0
2) Dﬂ'if(xl; X)) = “Dﬁf<x13 e xn)
n) Las relaciones de las derivadas parciales de la funcion z = f(x;y) con la
derivada direccional de f son:
Dif ;y) = V(s y) e T = fi(xsy) (= (1;0))
Dif C;y) =Vf(x;y) o) = f,(x;y) (=(0,~1))

Ejemplo 22.- La distribucion de la temperatura sobre una placa metalica viene
dada por la funcion
T(y) = 10(xe9“y2 + ye‘““z)z)

Si una mosca se sitia en el punto Py(2; 0), se pide:

a) Determinar la razén de cambio de la temperatura al desplazarse hacia el punto
Q,(2;2).

b) (En qué direccion desde el punto P, debe moverse la mosca para que la
temperatura disminuya lo mas rapidamente posible?. Si sigue esta direccion,
(cudl es la rapidez de cambio de la temperatura?

c) (En qué direccion desde el punto P, debe moverse la mosca para que la
temperatura aumente lo mas rdpidamente posible?. Si sigue esta direccion,
;cudl es la rapidez de cambio de la temperatura?

d) Si la mosca no quisiera apreciar ningiin cambio de temperatura, ;qué direccion
debe tomar?

Solucién

a) Un vector en la direccion de P, hacia @ es

b= P,Qo = (0;2)
y un vector unitario en la direccion de este vector es

T = — (0:1)
uE = — = :
151 “
Como VT (x;y) = (10(e™" — 2y(x — 2)e~ D) 10(~2xye ™" + e~ DY),
entonces el vector gradiente de T en P, es
VT (2;0) = (10;10)
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Luego, la razén de cambio de la temperatura al moverse en la direccion del
vector b es ;
DaET(Z; 0) = VT(2;0) e 1z = 10
b) Para que la temperatura disminuya lo mds rapido posible, la mosca debe
moverse en la direccién del vector
-VT(2;0) = (-10; -10)
En esta direccion, la rapidez de cambio de la temperatura es
|Diter T(2;0)| = |=1IVT(2; 0)II] = |~10v2| = 10v2
¢) Para que la temperatura aumente lo mas rapido posible, la mosca debe moverse
en la direccion del vector
VT(2;0) = (10;10)
En esta direccién, la rapidez de cambio de la temperatura es

|Ds, T(2;0)] = HIVT(2; 0)ll| = |10vV2] = 10V2

uye

d) Para que no haya cambio en la temperatura, se busca el vector unitario
U = (uy; uy), tal que

{VT(Z; 0)s%i =0 10u; +10u, =0 .. (1)
Il =1 sul+ui=1 .. (2

Al resolver las ecuaciones (1) y (2), se obtiene

W= (55 0 %= 5)
U 6 U, —— e
T2z VZ'V2
Por tanto, la mosca debe tomar una de las direcciones @y o 1, para no tener
ningun cambio en la temperatura de la placa.

Ejemplo 23.- La altura de una montafia sobr¢ el nivel del mar es dada por la

ecuacion z = 900 — 2x* — 2y?, donde x e y medidas en metros son las

coordenadas este-oeste y sur-norte respectivamente. Un hombre se encuentra en el

punto A(6;5; z,).

a) (A que altura se encuentra el hombre?

b) ¢En qué direccion desde ef punto A debe caminar el hombre para escalar la
montafia lo més rapido posible?. Si sigue esta direccién, ;cual es la rapidez de
cambio del hombre? (considere la unidad de tiempo en segundo).

c) (Cual es la direccion que apunta a la cima de la montaiia desde el punto A? Si
sigue esta direccidn, ;cual es el valor de la pendiente de la montafa?

d) Si el hombre se mueve en la direccion sur-oeste, ;esta ascendiendo o
descendiendo?, ;cual es su rapidez?
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e) Describa el lugar geométrico de los puntos que el hombre debe recorrer, si su
deseo es estar a la misma altura sobre el nivel del mar que en el punto A.

Solucidn ,

a) El hombre se encuentra a la altura de

zy = f(6;5) =900 — 2(36) — 2(25) = 778 metros
b) Como Vf(x;¥) = (fi(x;¥)if,(x;¥)) = (—4x; —4y), entonces el vector
gradiente de f en A'(6; 5) (Proyeccién de A sobre el plano XY) es
Vf(6;5) = (—24;-20)
Luego, la direccion que debe caminar el hombre para escalar la moniafia lo
més rapido posible es
Vf(6;5) = (—24;-20)
En csta direccion, la rapidez de cambio de f es
Dz, f(6;5) = [IVf(6;5)ll = V976 = 31,24
Por consiguiente, el hombre esta subiendo con una rapidez de 31,24 m/seg

¢) Como la superficie de la montaiia tiene la forma de un paraboloide eliptico con
vértice en el punto V(0;0;900), entonces la direccion que apunta a ia cima de
la montafia es dada por el vector que va del punto A’(6;5) hacia el origen de
coordenadas, esto es
d=A40=(-6;-5)
y el vector unitario en esta direccidn es

- d ( 6 5 )
Ug == | ——
¢ llall V61’ Vel
Luego, el valor de la pendiente en esta direccion es

244
Dgaf(6; 5) == Vf(6;5) . 1—1.'5 = ﬁ = 31,24—

d) Para la direccion sur-oeste, se tiene 6 = 225° (Fig. 3.%)

SO S
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Luego, el vector unitario en la direccion sur-oeste es

V2. 2
U = (cos 225°;sen 225°) = (-———; ~—~>
~ 2 2
Asi, Dgf(6;5) = Vf(6;5) o1l = 22v2 = 31,11
Por tanto, el hombre estd subiendo con una rapidez de 31,11 nm/seg.

¢) El lugar geométrico de los puntos en la que el hombre debe recorrer alrededor
de la montafia manteniendo la misma altura que en el punto A(6;5;778),
corresponde a la curva de nivel :

fOoy) =900 — 2x* — 2y? = 778 & 2x* + 2y* = 122
& x? 4+ y? = 61 (circunferencia).

Ejemplo 24.- Calcule ¢l valor de la derivada direccional de la funcion

z=f(x;y) =x>4+xy+y® en el punto A(1;6), en la direccion de la curva
y=g(x)=4x*+2

Solucion

La derivada de la funcion g es g'(x) = 8x ’ 'a
Como la curva y = g(x) pasa por el punto
A(1; 6), entonces su direccion es dada por la L
recta tangente a la grafica de g en A (Fig. 3.9). (1,6)
Asi, la pendiente de la recta tangente a la curva 2 E
y = g(x) enel punto 4 es ! >
my=g'(1) =8 0 ! x
y su ecuacion es
Ly:y=8x—2 Fo 39

Luego, la ecuacion vectorial de la recta tangente es
Lri{(x;y) =(1;6) +t(1;8), teR
El vector unitario en la direccidn de la recta Ly, esto es, en la direccién del vector
d=1(1;8)es
Lo_ad ( 1 8 )
7l ~ \Ves' Ves
Como Vf(x;y) = (5x* + y; x + 3y?), entonces el vector gradiente en el punto
A(1;6) es
Vf(1;6) = (11;109)
Por tanto, la derivada direccional de f en el punto A(1;6), en la direccién de la
‘curvay = g(x) es '
883

Dﬂaf(li 6) =Vf(1;6) etz = \/_g__g

131




CALCULO il

Ejemplo 25.- Considere una funcién f(x; y), tal que
Vs y) = (4x® + 2xy* + ye*; =3y* + 4x*y* + xe™) y £(0;0) = 21
La temperatura en un punto (x;y) de una placa rectangular con centro en el
origen esta dada por
T(y) = fly) +y>—e®
a) Determine la direccion en que una arafia debe ir, partiendo de] punto B(I;1) de
la placa, para que se enfrie lo mas rdpidamente posible.
b) ;Cuél es la rapidez de la arafia en esta direccion?
Solucién
Como f,(x;y) = 4x® + 2xy* + ye*”, entonces

fly) = f(4x3 + 2xy* + ye™)dx = x* + x*y* + e + C(y)

donde C(y) es una funcidn de la variable y.
Aligualar las derivadas parciales de f con respecto a y, se tiene
fy (s y) = 4x?y?® + xe™ + C'(y) = =3y* + 4x*y? + xe™
SO0 =-3y"=C0)=-y"+k
Luego, '
floy) =x*+x%y*+e —y3 +k
Dado que f(0;0) =21 e 1+k=21= k=20
Asli, la temperatura de la placa rectangular es

T;y) =f(x;y) +y3 —e® =x* + x2y* + 20

a) Como VT (x;y) = (4x> + 2xy*; 4x2y?), entonces el vector gradiente de T en
el punto B(1;1) es
VTr(1;1) = (6;4)
Por tanto, la direccion que debe tomar la arafia para enfriarse lo mas rapido
posible es
b =-VT(1;1) = (—6;—4)
b) La rapidez de la arafia en la direccion del vector U es
|Dz, T 1| = 1-IvT (L DIl = |-V52| = V52

Ejemplo 26.- Sea f(x;y;z) =x%+cos(x+y)—2z3 Halle la derivada

direccional de f en el punto Py(1;—1; 1) en la direccidn de un vector ortogonal a

la superficie de nivel de f que pasa por P,

Solucién

Como Vf(x;y;z) = (2x — sen (x + y); —sen (x + y); —32z%), entonces el

vector ortogonal a la superficie de nivel de f en el punto P, es '
d=Vf(1;-1;1) =(2;0;-3)
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y el vector unitario en esta direccion es

& 2 3
% = i = (7% _\71“5),

Por tanto, el valor de la derivada direccional de f en la direccion del vector
ortogonal a su superficie de nivel en P, es

13
Dy f(L;=1;1) = Vf(L;—1;1) o3z = 5 V13

Ejemplo 27.- Sea f(x;y; z) = x2y*(2z + 1)2. Halle la derivada direccional de f
en el punto A(1;1;~1), en la direccién de la recta tangente a la curva de
interseccion de las superficies

Suxt+y*+2(y—-x)—-2=0

Syx—y—-2z—-2=90
de modo que al mirar la curva, desde el origen, el sentido es horario.
Solucién
La ecuacién cartesiana de la curva de interseccion de las superficies es
x-1D)?+@+1)2=4
¢ y
x—y—2z-2=0
De donde las ecuaciones paramétricas del movimiento sobre la curva, en sentido
horario esta dado por
x—1

=sent
y+1 x=2sent+1
e ——2———=cost = @ iy=2cost—1
Tx-y-2 z=ysent —cost
z= > .
La funcion vectorial que describe el movimiento sobre la curva £ es
Ca(t)=2sent+1;2cost —1;sent —cost) y a(0) = (1;1;-1)

Como a'(t) = (2cost;—2sent;cost + sent), entonces la direccion de la

recta tangente a la curva Zen el punto a(0) = (1;1; —1) es
d=a'(0)=(2;0;1)

y el vector unitario en esta direccién viene dado por

1 (2 o 1

‘T an (\/5' '\/3)

Por tanto, el valor de la derivada direccional de f en el punto A, en la direccion

del vector d es
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Dagf (1315 =1) = VF(1;1;-1) » il = (212 —4) » 0

(o)
NN
Ejemplo 28.- Una particula rastreadora de calor esta situada en el punto A(5;4)
de una placa metalica cuya temperatura en (x;y) es T(x;y) = 100 — x? — 3y2,
Halle la trayectoria de la particula al moverse de forma continua en la direccion
de mas rapido crecimiento de la temperatura.
Solucién
Sea a(t) = (x(t);y(t)),t € | la funcion vectorial que describe la trayectoria de
la particula en el plano XY.
Luego, el vector tangente en cada punto (x(t); y(t)) de la trayectoria es dado por

e =(5:2)

dt’dt

Como la particula busca el crecimiento mas rapido de la temperatura, las
direcciones de a'(t) y VT(x;y) = (—2x; —6y) son iguales en cada punto de la
trayectoria, esto es

dy
«© = (5 D) =Ty = (-2 ~6y)
de donde se obtiene las ecuaciones

dx
dt PN I
dy dy
—~ =6 — = —6dt
dt y

Al integrar las dos ultimas ecuaciones, se obtiene
Inx = -2t +C; x = e 2+ = gC1 =2t x=A e
{lny = —6t + C, {y =g 0t*C2 = (2 g6t {y = A,e b
donde A, y A, son constantes reales. Asi, la funcién vectorial que describe la
trayectoria de la particula es
a(t) = (Ae™%; Aye™), t € I = [0; +0)
Puesto que la particula parte desde el punto A(5; 4), se tiene
a(0)=A;A)=(54) A4, =5y A, =4
Por tanto, la trayectoria de la particula es la curva

4
C:a(t) =(5e 4e™ ) = C:y = 125 x3

Ejemplo 29.- Dada la funcién f(x;y) = (2by — x)3. Calcule el valor de b para
que el valor de la derivada direccional méxima de f, en el punto A(—1;0) sea

igual a 3v17.

Solucion
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Como Vf(x;y) = (=3(2by — x)?;6b(2by — x)?), entonces el vector gradiente
de f enel puntc A(--1;0) es
Vf(—=1,u) = (—3;6b)
La derivada direccional de f ‘es méaxima en la direccion de vector gradiente
Vf(—1;0) = (—3; 6b) y su valor es el médulo de este vector, esio es,

Dﬂvf("l;‘o) = ||Vf(=1; 0] =9 +36b2 =3V17 == 5 = 42

Por tanto, los valoresde bsonb = -2 6 b =2

EJERCICIOS

i.- Halle el gradiente de [as siguientes funciones en el punto ndicade

a) f(x;y;2) = z%e*seny Py(0;7 /2;2)

b) flx;y;2) =Jx*+y*—z Py (2;-1;0)

¢) f(x;y;z) = sen (3x)cos®xtanz  Py(0;m/ 2;m/ 4}
d) fOoyz) =Inyx?+y? +2° Py(=1:1;3)

e)fly;z)y=x*+2z"+y? + 27 Py(2;1; 1)

Lk
-

Encuéntrese la razon de cambio médxima de las siguiciics finciones en el
punto que en cada caso se indica (J|Vf{]).

tQ
“t

a) f(x;y;2) = xy* + x%z A3 LD

b) f(x;y;z) =e*cosy +eYsenz A(~1,2, 23
o) fl;y;z) = (x+ )+ 2z —xy+ 2z A(=2:%2)
O fxyiz) =x*+25+y?+ 2 A(4; 51

e) f(x,v;z;t) = xz + y%t A6

|3
1

.- Calcule la derivada direccional de las siguientes funciones ¢n ¢f punto P en la

direccion del vector?ﬁ .
a) f(x;y) = e*™ + 3xarctan(y) . P(0;0)y Q(l; -1)
b) f(x;y) =e*cosy+eYseny, P(1;0)y Q(-3;2)

O flay)=3x—yi-2xy+1, P(43)y Q(7:7)
d) f(x;y;2) =xsen (yz), P(1; 1;0)y Q(3;2;-2)
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e°stdt , P(0;1;0)y Q(1;2;-1)

cos(y sen z)
) f(x;y;2) = f

v Xy

4.- Para cada una de las siguientes funciones, calcule el valor maximo de la
derivada direccional en los puntos que se indican, asf como el vector direccion
en el que este ocurre.

3,x-1

a) f(x;y) = P(1;3)

x+y '
b) f(x;y) = cos(nxy) — y sen (mx?), P(1;—1)

o) flx;y2) = ﬁ?—(-y—)— . P(L; LD

d)fx;y:2) = ;y— —xyz+y%*z, P(-1;1;0)

z

e)f(x;y:2)=f

X

X 1 .
et dt+zf ——dt, P(1;-1;1)
—yl+et

5.- Calcule la derivada direccional de la funcién f(x;y) = 2y3x — 3x% en el
.punto A(1;2) en la direccion del vector @ = (4; V1 — 22) (1 > 0).
Halle A para que esta derivada sea maxima. R. 4 =5 /13

6.- Una funcién f de dos variables tiene en el punto P(Z;3) los valores de las
derivadas direccionales de 4 en la direccion al punto A(3;3) y de —4 en la
direccion al punto B(2;4). Determine el vector gradiente de f en el punto
(2;3) y calcule el valor de la derivada de f en el punto P(2; 3) en la direccién
al punto Q(8;11). .

4
R.Vf(2;3) = (4 -4y Dy, f(2;3) = s

7.- Sea f(x;y) =x%y. ;Qué angulo forma el vector direccién con la parte
y g

positiva del eje X, si la derivada direccional en el punto P(1; —1) es 2?

4

R.8 = arcsen (E)

8.- Calcule el valor de la derivada direccional de la funcién z = In(x + y), en'la

direccién de la pendiente mas pronunciada que caracteriza a la superficie
2z =In(e* + e¥) cuando z = 1.
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e

i Dl ) = g

9.-Si f(x;y) =169 — x? — y?_ encuentre el vector direccion i, tal que el valor
de la derivada direccional de f en el punto P(3;4) es cero.

R. +-(4;-3)

U]

10.- JEn qué direccion f(x;v;2) = (x +y)° + {y +2)* + (z + x)* crece mas
rapxdalmnle en el punto Py(2;~-1;2)7 ;Cual es fa razon. instantanca de
cambio de f por unidad de distancia en esa direccion?

d=(-10;4;10)y IVf(2; -1 DIl = V216

.- La altura de una colina sobre el nivel del mar esta dada por
h = f(x;y) = 200e~*D* 4 goye~2¥°

donde x ¢ y medidas en metros, son las coordenadas este-oeste y sur-norte

respectivamente. Un atleta se encuentra en ¢l punto A(1;0:h,)

a) (A qué altura se encuentra ¢l atleta?

b) ¢En qué direccion desde ¢l punto A debe comenzar a caminar cl atleta para
escalar la colina lo mas rapido posible? Si sigue esta direccion, cudl es su
rapidez de cambio del atleta?

c) Si el atleta se mueve en la direccion sur-este, ;estd ascendiendo o
descendiendo? ;Cudl es su rapidez?

d) Describa ¢l lugar geométrico de los puntos que ¢l atlua debe caminar | para
estar a la misma altura sobre el nivel del mar que en el punto A.

12.- La superficie de un lago se representa por una region D en el plano XY de
modo que la profundidad debajo del punto (x;y) € D es dada por
flx;y) = —10 — 2x° - 2y?
Siuna pariguana se encuentra en el agua en ei punto (4:3):
aj (En que direccion debe nadar para que la profundidad debajo de ella
disminuya lo mas rapido posible? ;Cual es el valor maximo de la derivada
direccional en esa direccion?
R. d=(-16;-12)y |VF(3;4)ll = 20
b) (En qué direccion debe nadar para que la profundidad debajo de ella
aumente lo mas rapido posible? ;Cual es el menor valor de la derivada
direccional en esa direccion?

oy

¢) (En qué direccion no cambia la profundidad? v = + = (-3, 4)

U‘\

N

(U9}
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13.- Una nave espacial ha sobrepasado el planeta Marte cuando su capitan nota
que la capsul= estd comenzado a derretirse. La temperatura a su alrededor esta
dadaporT = “x;y;2z) = 2772 4 3720072 4 4¢3(2-2)

Si la nave se encuentra en el punto A(2;2;2), (qué rumbo debe tomar para
enfriarse lo mas rapidamente posible?

14.- Hay alguna direccion en la que la razén de cambio de
flx;y) = 8x% — 2x%y — 7y?
en el punto A(1; 1) sea igual a 21?2 (Justifique su respuesta?

15.- Halle la derivada direccional de la funcion f(x;y) = 4x* — 2xy + y* en el
punto A(1; —1), en la direccion del vector que forma con la parte positiva del
eje X un angulo de 30°

16.- Considere que T(x) =7+ 3x%+y* representa la distribucion de la
temperatura en el plano XY (suponga que x ¢ y se miden en mewos v la
temperatura en °C). Un hombre se encuentra en la posicion A(1;4) v pretende
dar un paseo.

a) Describa el lugar geométrico de los puntos que €l debe recorrer si su deseo
es disfrutar siempre la misma temperatura que en el punto A.

R.3x% +y* =16

b) (Cual es la direccion que debe tomar si su deseo es caminar en el sentido de
mayor ascenso de la temperatura?, /cudl es la temperatura en esta
direccion?

R. Direcciond = (6;8) y ||VT(1;4)]| = 10
¢) Si su deseo cs caminar en la direccion del descenso mas rapido de la
temperatura, (qué dircccion debe tomar? R. Direccion b = (—6; —8)

d) Observe que el punto (0; 0) es el punto mas frio del plano XY. Encuentre la
trayectoria que el hombre (que busca el frio) debe seguir hacia el origen,
partiendo del punto A(1:4) R. y = 43/x

€) (kEn qué direccion debe moverse desde A(1;4) si su deseo es que la
temperatura aumente a razon de 4°C/m?

17.- La altura del volcan Sara Sara. en metros sobre ¢l nivel del mar, esta dada por
2

)

&

h = 5400 — x* —

Si un alpinista comienza su ascenso en el punto A(40;20). ;cual es la
trayectoria en el plano XY que corresponde a la ruta mas empinada de ascenso
al volcan? : Ry =+v10x
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18.- La temperatura en un punto (x; y; z) de un solido esta dada por
T(x;y;2) = cos(xy) + e* *¥"*+2" _In(yz)
a) Calcule la razon de cambio de la temperatura en el punto P(0; 1;1) y en la
dircccion del vector @ = (—1;2; 2).
b) (En qué direccion T crece mas rapidamente? (A qué ritmo?

X 2
19.-Dada la funcion g(x; y) = e + t—dt
o VE*r+1
a) Calcule la derivada direccional de g en ¢l punto (0;0) en la dircccion del
vectord = (2;1)
b) (En qué direccion ia derivada dircccional de g en (0;0) toma cl valor
maximo?

20.- (Cual es la razon de cambio de la funcion f(x;y;z) = x* +y* +z—4alo

3cosf 1 3 3 3 ’
largo de la curva a(8) = (—;—- 5 + -Z—Sen 8; 5~ Esen 9) en el punto

w
que corresponde a § = 3 7
b]

21.- Calcule las constantes a, b v ¢ para que la derivada direccional de la funcion
flx;y;z) = axz® + bxy + cx*y* en el punto P(1;1;—1) tenga un valor
maximo de 4, y esté en el sentido positivo del eje Z.

Ria=42 b=%F2 ¢=+1

22.-Seaz = f(ax + by). donde a v b son constantes positivas y f es una funcion
derivable.
a) Demuestre que en cualquier punto A(xy;y,), el vector gradiente de z es
paralelo al vector i = (a; b)
b) Determine los punto Q(xy; y,) tales que la derivada direccional de zen Q v
 en ladireccion del vector ¥ = (—b; a) es igual a cero.

X oe-1)®
23.- Dadala funcion f(x;y) = j e dt—(2y—x)"
1
a) Halle la derivada direccional de f en el punto A(1; —1) segun la direccion
nor-este. En esta direccion, jaumenta o disminuye el valor de f?
b) Determine la direccion del descenso mas rapido de f en el punto A. (Cual

es ¢l valor de la derivada direccional de f en esta direccion?
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24.- Un grupo de alpinistas escalan una montafia que se encuentra sobre la
Cordillera Blanca ubicada en el departamento de Ancash. Suponga que la
altura de la montafia sobre el nivel del mar viene dada por la ecuacion
z=6—2x*-3xy+y? (las distancias se miden en kildmetros). Los
alpinistas se encuentran en el punto A(1;2;6) a las 12 de la noche en plena
oscuridad.

a) Los alpinistas no se ponen de acuerdo qué direccion deben seguir para
escalar lo mds rapido posible a la cima de la montafia, por lo que deciden
calcular la pendiente de la montaiia en el punto A en la direccion norte y en
la direccion nor-oeste. Si deben seguir por la ruta de mayor pendiente,
ccual de las dos direcciones deben elegir? R, Deben elegir la direccion
nor-oeste.

by (Cual es la direccion de maxima pendiente en A? ;Cual es ¢l valor de dicha
pendiente? R. Direcciond = (—=10;9)y ||Vf(1;2)]] = V181

25.- Sea f(x;y;z) = In(x* + y* + z%). Halle la derivada direccional de f n el
punto (1;3;2)a lo largo de la curva de interseccion de las superficies
S1:36x% +4y* +9z° =108 y S,: x* +y? — 5z = 0, si al mirar éste desde
el origen, el sentido es horario.

36

7v194

R. Dyf(1;3;2) =
26.- Sea C la curva de interseccion de los cilindros x* + y* =1 v x* 4+ z° = 1.
en el primer octante. Halle la derivada direccional de la funcion
f(x;y;2) = x* + y* + z* alo largo de esta curva en.cl punto
(\/7 V2 V2 2V6

e R. D
2'2°72) i =73

3.4 PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA SUPERFICIE

Teorema 5.- Sca S:F(x;y;z) =0 la ecuacion de una superficie, donde
F(x;y;z) esuna funcion con primeras derivadas parciales continuas. Si F, F,

vy F; no son todos ceros en el punto Py(xy;Vy; Zo) € S, entonces el vector

7

N = VF(xy; ¥y: Zo) es normal al plano tangente a la superficie S en P,.
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Definicion 8.- Sea S:F(x;y;z) =0 la ecuacion -de una superficie, donde
F(x;y;z) es una funcion con primeras derivadas parciales continuas en

Po(X0; Ya; 2g), con VF(xo; Vg; 2) # C.

i) El plano que pasa por Py y es normal a VF(P,) se denomina plano tangente a S
en Py v tiene por ecuacion general
Pyt Fe (o3 Vi 20) (x — x0) + F,(x0: ¥0; 20) (Y — o) + F,(X0: Y01 20)(z — 25) = 0

if) La recta que pasa por P, y tiene la direccion de VF(xq; yg; 7zy) se denomina

recta normal a S en Py y tiene por ecuacion vectorial
Ly = {(xp; Y0, 20) + tVF(Py) / t € R}
La ecuacion simétrica de la recta normal a S en P, esta dada por
X = Xg Y= Yo _ zZ—Zy

" Ee(x03 Yo Zo) B Ky (%05 Vi 29) B F,(Xo: Y0 2o)

N

Ejemplo 30.- Halle las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la
superficie 4x* + y* — 16z = 0 en el punto (2;4;2).

Solucion

Al considerar F(x;y;z) = 4x* + y* — 162 = 0. se tiene

VF(x;y;z) = (8x;2y; —16)
Asi, el vector gradiente en el punto Py(2; 4; 2) es
VF(2;4;2) = (16;8; —-16)
Luego, la ecuacion del plano tangente en Py(2;4;2) es
Prl6(x—2)+8(y—4)—16(z-2)=0&= P 2x+y—-22—-4=0
La ecuacidn simétrica de la recta normal es

x—-2 y—4 z-2
bvi—g— =473

Observacion 7.- Sea ¢ la curva de interseccion de las superficies
Fx;v;2) =0y G(x;y;z) =0

La recta tangente a la curva £ en el punto Py{xy; Yoi Zo). €S la recta interseccion
de los planos tangentes a las superficies F(x;y;z) =0 y G(x;y;2) =0
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en el punto P,. Luego, los vectores normales 171 = VF(x0:¥0:20) Y
N, = VG (x,; Yo; 2,) son ortogonales al vector tangente a la curva Zen P,.
Por tanto, el vector tangente a la curva € en el punto P, tiene la misma direccion

que el vector N'l X IVZ.

Observacién 8.- Si la ecuacién de una superficie estd definida de manera
explicita por z = f(x; y), se define la funcion F por F(x;y;2z) = f(x;y) —z=0
y la ecuacién del plano tangente en el punto Py(xg; yy; ) viene dada por

Pr: fi(xos ¥o) (x — x0) + fy(xo:}’o)()’ ~¥o) —(z—-2)=0

Ejemplo 31.- Halle la ecuacién vectorial de la recta tangente a la curva de

interseccion de las superficies @ x*+y* —z=8y x—y? +2z2=—-2 en el
punto Py(2; —2;0).
Solucion

Sean las superficies:
Fy;2) =x*+y*—2—-8 y G(x;y;z) =x—y* + 22 +2
Luego, los vectores gradientes de estas funciones son

VF(x;y:2z) = (2x;2y; —1) y VG(x;y;2) = (1, -2y, 2z)
~ Enel punto Py(2; —2;0), los vectores normales de los planos tangentes son
N, =VF(2;-2;0) = (4;=4;1) y N, = VG6(2;-2;0) = (1;4;0)

De donde se obtiene @ = N; x N, = (4; —1; 20)
Por tanto, la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva € en el punto P, es

Lp:(X;v:2) = (2, -2;0) +t(4;,-1;20),t R

Ejemplo 32.- Halle el valor de m para el cual el plano Q:x — 2y —2z+m =0
es tangente a la superficie S: x2 + 4y? + 162% = 144
Solucién
Al expresar la ecuacién de la superficie S en su forma explicita, se tiene

F(x;y;2z) = x% + 4y? + 162% — 144
Si Py(xg; ¥o; 2o) es el punto de tangencia del plano tangente, entonces su normal
es

N= VF(xo; Y03 20) = (2%¢; 8Yyo; 322p)
Como el vector normal de! plano dado NQ = (1;-2;-2) y' N son paralelos, se
sigue que ,

N x Ny = (—16y, + 64z,; 4xo + 322¢; —4x, — 8y,) = (0; 0; 0)
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De donde resulta x, = =8z, y y, = 4z,
Puesto que Py(—8z;;4zy;2z,) es un punto de la superficie S, entonces sus
coordenadas satisfacen su ecuacion, esto es

6422 + 6422 + 1622 = 144 & z5 = +1
Luego, los puntos de tangencia son
Py(—=8;4;1) y P'y(8;—4;-1)

Por tanto, al ser Py(—8;4;1) y P'y(8; —4; —1) puntos del plano
Q:x —2y —2z+m = 0, se obtienen m = 18 para el punto P, y m = —18 para
el punto P'g.

x2 22
Ejemplo 33.- Halle los puntos de la superficie S: T +y?+ 7= 11, en los

cuales el plano tangente a S es paralelo al plano Q:x + 2y + 3z = 3. Para cada
uno de los puntos obtenidos, escriba la ecuacion general del plano tangente.
Solucién '
Consideremos la ecuacion de la superficie como

x* 27
FOayiz) = +y*+—11

X Z
Como VF(x;y; z) = (5;2}1;5

a la superficie S en el punto Py(xy; yo; Zo) €5

), entonces el vector normal del plano tangente

N = a0y = (9.9 .20
N = VF(xo; y0:20) = (323015
Dado que el plano tangente Pr y el plano @ son paralelos, se sigue que sus

vectores normales N y IVQ = (1;2; 3) son paralelos, lo cual significa que

o 3 b4
N X Ny = (6)’0 = Zoi T 5 %o +“2‘Q}X0 “‘2370) =(0;0;0)

De donde resulta: x; = 2y, y 2y = 6y,
Puesto que P(2yq;¥q; 6Yo) es un punto de la superficie de S, sus coordenadas
satisfacen su ecuacion, es decir

S:y¢+yi+ 9y =11y, =+1

Luego, los puntos de tangencia son: P,(2;1;6) y P,(—2;-1;-6)
Por tanto, las ecuaciones generales de los planos tangentes en los puntos Py y P,
son respectivamente
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Qu:x+2y+3z—-22=0y Qx+2y+3z+22=0

Ejemplo 34.- Sea ¢ la curva de interseccion del paraboloide z = 9 — x2 — y? con

el plano x = 1.

a) Halle la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva ¢ en el punto
Pi(1;2;4).

b) Halle la ecuacion del plano tangente a la superficie S:4x? + 3y? — 24z = 0,
que es perpendicular a la recta tangente obtenida en a).

Solucién

La funcidon vectorial que indica la posicion de un punto sobre la curva € es

Cra(t) =(1;t;8 —t?)

Parat = 2, se obtiene a(2) = (1;2;4)

Como a'(t) = (0;1; —2t), entonces a’(2) = (0; 1; —4)

a) La ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva @ en el punto P, (1; 2; 4),
que sigue la direccion del vector a’(2) es

Lr:(x;y;2) = (1;2;4) + t(0;1;,—-4),t € R

b) Sean F(x;y;z) = 4x* + 3y? — 24z y P(xy; yo; o) el punto de tangencia del
plano tangente a la superficie S. Luego, se tiene

N = VF(P,) = (8xy; 6yo; —24)

Como el plano tangente es perpendicular a la recta tangente obtenida en a),

entonces el vector normal N y el vector direccion de la recta tangente
d = (0; 1; —4) son paralelos, lo cual implica que

N x d = (=24y, + 24;32x,; 8x,) = (0; 0; 0)
De donde resulta, yy = 1,x, = 0

Asi, en virtud de que P(0; 1; z,) es un punto de la superficie S, se tiene

1
0+3-24z=0=2=¢

. 1
Por consiguiente, la ecuacion del plano tangente que pasa por P (O; 1; 5) es

Pr:2y—8z—-1=0

Ejemplo 35.- Demuestre que la suma de los cuadrados de las intersecciones con
los ejes coordenados de cualquier plano tangente a la superficie

x2/3 4 y2/3 4 72/3 = p2/3 s constante e igual a b2.

Solucién

144



DERIVADAS PARCIALES

Sean - F(x;y;z) = x?/3 + y?/3 + 2213 — 23y Pi(x0;y0:20) el punto de
tangencia de la superficie. Entonces

— 2 132 132 _i53
N =VF(R) = (gxol/ i3 %0 1/3?520 / )

Luego, la ecuacion del plano tangente a la superficie en P, es
Prixg e = x0) + 350 = o) 25 (2~ 20) = 0

el cual es equivalente a

L x Y Z 23 2/3 2/3 2/3 _ 12/3
PT'"T/—S-’*“T/Z;—*- 1/3——b/ (XO +y0 +ZO -—b/)
X, Yo z, ,

Las intersecciones del plano tangente con los ejes X,Y y Z son respectivamente
— L1/3p2/3 . 1/3 . o= 5 1/312/3
x =x,""b¥3,y =y, b y z =2z, b*
Por consiguiente, la suma de los cuadrados de estas coordenadas es

x2+y2+2% = (x§/3 +},02/3 + 25/3)1)4/3 = p2/3p4/3 = p2

EJERCICIOS

1.- Determine la ecuacién general del plano tangente y de la recta normal, para
cada una de las superficies, cuyas ecuaciones se dan a continuacion, en el
punto P dado.
a)x2+yr+2z2=17, P(2;-2;2) R.2x —2y+3z=17

X
b)z=——, P(2;-1;2
Vr= 1y PR

A)x®+y°+2°=30—-xyz, P(2;1;,-1)
dyx/2 +y'?2 422 = 4, P(4;1;1)

e) 2x% —xy* —yz? =18, P(0;-2;3)

) x2/3 + y2/3 + 223 = 14, P(-8;27;1)

2.- En los siguientes casos, halle la ecuacién vectorial de la recta tangente a la
curva de interseccion entre las superficies dadas en el punto indicado.
a)y =x%,y=16—2z%, P(4;16;0)
b)yx2+z24+4y=0,x2+y*+22+7=0, P(0;-1;2)
¢)x =2+ cos(myz),y = 1+ sen (nxz), P(3;1;2)
d)xyz =36, 4x*+y? —2xz? =105, P(6;3;2)
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3.- Dada la funcién f(x;y;z) = A G
.- Dada la funciéon f(x;y;z) = arcsen —6~+ Y5173

a) Halle la ecuacion del plano tangente a la superficie de nivel
1 ,
f(x;y;2) ==, enel punto (1;§; —4) Rx+3y—z=6

b) (En qué proporcion varian los valores funcionales cuando comienza a
moverse desde el punto (1;1/3; —4) hacia el punto (2; -5/2; —2)?
Sugerencia: Aplique el concepto de la derivada direccional.

%2 2 72
4 .- (En qué puntos del ehpsonde -+ Z—Z + — =1 la normal forma angulos

iguales con los ejes coordenados,

5.- Dada la superficie x? + 2y? + 3z% = 21. trace a ella planos tangentes que
sean paralelos al plano x + 4y + 6z = 0

6.- Halle la ecuacion del plano tangente a la superficie 4y* — 2x* — 7z = 0 que
x oz
pase por el punto (—8; 0; 4) y sea perpendicular al plano 177 =1

R. 4x+4V6y +7z+4=0

7.- ¢En qué puntos de la grafica de la superficie S:4x? + y* + z% — 2xy = 12,
los planos tangentes a la superficie son paralelos al plano YZ?
R, (2:2;0) v (=2;—-2;0)

8.- Halle las ecuaciones del plano tangente v recta normal, si se sabe que el plano
- tangente es horizontal a la grafica de la superficie z = x* + 4y* + 1
R. Plano tangente: z = 1

9.- Verifique que la suma de las intersecciones con los ejes coordenados de todo
plano tangente a la superficie vx + /¥y + vz =+va,a >0 es constante ¢
igual al valor de a.

10.- Halle la ecuacién del plano tangente a la superficie x? — y* — 3z = 0 que
x—2y=0

2y—z=0

R.4x -2y ~3z=3

pase por el punto (0; 0; —~1) y sea paralelo a la recta {
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11.- Halle en la superficie x*+ y? — z2 — 2x = 0 los puntos en que los planos
tangentes a ella sean paralelos a.los planos coordenados. R. En los puntos
(1; £1; 0) los planos tangentes son paralelos al plano XZ, y en los puntos
(6;0;0) y (2;0;0) al plano YZ. La superficie carece de puntos en los cuales
el plano tangente sea paralelo al plano XY.

12.- Halle la mayor razén de cambio de la funcion
FGyiz) = e cos((x + 2y) 1) + 16y? + 7°
en el punto Py, donde P, es un punto de la superficie

Sz =x?—-2y*+3y—6 '
en el que el plano tangente es paralelo al plano 2x —y — 2z = 6

%2
13.- Halle la ecuacion del plano tangente a la superficie > +y?+ 722 =126
que es ortogonal a la recta tangente en (2;1;6) a la curva de interseccion de
las superficies z = x* + 2y? ,z = 2x? = 3y% + 1
63
R. 5x+2y+ 282+ 166 |— =0
: \;83

14.- Halle el valor de k para que en todo punto de ia interseccion de las dos
esferas (x —k)?+y*+z2=4 y x2+(y—1?%+z°=1, los planos
tangentes sean perpendiculares uno al otro. R k=42

15.- Def. Dos superficies son tangentes en el punto P si tienen el mismo plano
tangente en P. Demuestre que las superficies dadas son tangentes en P.

ayx*+y*+z2=2, yz=1, P(0;1;1)
byx*+y*+z?=3, xyz=1, P(1;1;1)

x? y?  z? , , b? + c2\°
C);-}-EE—E‘Z—, x“+y-+i{z-— )

b2

=3 (b* +¢*), P(0:+b;c)

16.- Def. Dos superficies son ortogonales en el punto P si sus normales en P son
perpendiculares. Demuestre que las superficies dadas son perpendiculares
entre si en el punto dado.
a)3x? +2y*—=2z=1, x*+y?2+2z2 -4y —-22+2=0,(1;1;2)
byx?—y*+z2=-2, x* +y*+32°=8,(-1;2;1)
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3.5 INCREMENTO Y DIFERENCIAL DE UNA FUNCION DE VARIAS
VARIABLES

Para una funcion f de varias variables no es suficiente la existencia de las
derivadas parciales en un punto para decir que la funcion es diferenciable en ese
punto, puesto que la existencia de la derivada en la direccion de los e¢jes
coordenados no implica la existencia de la derivada en otras direcciones.

Es mas, aunque la derivada de la funcion existiera en un punto en todas las
direcciones, no se puede garantizar la existencia del plano tangente a la grafica de
f en ese punto.

Por ejemplo, una funcién f de dos variables, geométricamente es diferenciable en

un punto (xo;Yo) € Dy si existe plano tangente a la grafica de f en el punto
Q(xg; Yo f(x0; ¥0)): y esto ocurre cuando la grafica de f es suave en ese punto,
es decir, su gréafica no tiene vértices, puntos criticos, etc. en ese punto.

La diferencial de una funcion de varias variables es el concepto teorico que
garantiza la existencia del plano tangente a la grafica de la funcion en un punto.
Vamos a empezar a definir el concepto de incremento de una funcién de varias
variables. Luego, se presenta el concepto de diferencial de una funcién de varias

variables.

Definiciéon 9.- Sea f:D c R > R una funcién de dos variables, tal que
z = f(x;y), y sean Ax y Ay los incrementos de x y de y respectivamente. El

incremento de z = f(x; y) en cualquier punto (x; y) € D es dado por

Af(y) =08z =f(x+Ax;y + By) — f(x;y)

En general se tiene la siguiente definicion:

Definicion 10.- Sea f:D c R" - R wuna funcion de n variables, tal que
z=f(xq;...;%q) Yy sea AP = (Ax;..;Ax,) el incremento del punto
P(xy; ...;x,) € D. El incremento total de la funcion f o simplemente incremento
de f en P es dado por

Af(P) =0z = fQx; + Axqgs ;X + Axp) — (X35 005 %) 6

Af(P) = f(P +AP) - f(P)
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Ejemplo 36.- Sea f(x;y) = 3x? + 2xy — y?, Ax = 0,03 ,Ay = —0,02
Halle el incremento de f en el punto P(1;4).
Solucion
El incremento de la funcion z = f(x;¥) enel punto P(1;4) es
Af(1;4) = f(1+0,03;4-0,02) — f(1;4) = £(1,03;3,98)
= [3(1,03)% 4+ 2(1,03)(3,98) — (3,98)%] — [3 + 8 — 16] = 0,5411

Definicion 11.- (Diferenciabilidad de una funcién) Sea f:D ¢ R - R una

funcion de dos variables, tal que z = f(x;y), y sea AP = (Ax; Ay) el incremento

del punto P(x;y) € D.

Se dice que la funcion f es diferenciable en P(x;y), si existe el vector gradiente

Vf(P) tal que para P + AP € D el incremento Az se puede expresar en la forma
Af(x;y) =0z = D, f(x; y)Ax + D, f(x; y)Ay + €,0x + &,8y &
f(P+AP) = f(P)+Vf(P) e AP + £(AP),

donde hm e(AP) = e(Ax; Ay) =0

(Ax; Ay) (0;0)

Ejemplo 37.- Sea f(x;y) = 4x — 2xy?. Demuestre que f es diferenciable en

todos los puntos de RZ.

Solucién

Para P(x;y) € R* y AP = (Ax;Ay), se tiene

f(P+AP) = f(x + Ax;y + Ay) = 4(x + Ax) — 2(x + Ax)(y + Ay)*?
= 4x — 2xy* + (4 — 2y*)Ax — 4xyAy — (4yAy)Ax — [2xAy + 2AxAy]Ay
= f(x;y) + Vf(P) ¢« VP + £(Ax; Ay),

donde

i = — Ay] =
(Ax;Ag}gr_l)(o;O)s(Ax Ay) = (AxAy) (00)[ (4yAy)Ax — (2xAy + 2AxAy)Ay] =0

Por consiguiente, f es diferenciable en cualquier punto (x;y) € R%. En general,
se tiene la siguiente definicion:

Definicion 12.- Sea f:D < R™ — R una funcion de n variables tal que
= f(xy;.;%x,) Yy sea AP = (Axy;..:Ax,) el incremento del punto

P(xy;...ixy) €D,

Se dice que f es diferenciable en P(x;; ...; x,,) si existe el vector gradiente Vf(P),

tal que para P + AP € D el valor de la funcion se puede expresar en la forma
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f(P+AP) = f(P) +Vf(P)+ VP +£(AP)

donde A}imﬁs(AP) = li e(Axy; . Ax,) =0
P-0 ;

Teorema 6.- Si una funcién f: D < R* - R de dos variables es diferenciable en
el punto Py(xy; y,) . entonces f es continua en P,

El reciproco del Teorema 6 no es necesariamente verdadero, como se puede
observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 38.- Demuestre que la funcién f(x;y) = /x%+ y? es continua en
(0; 0) pero no es diferenciable en (0; 0).
Solucién

DFO;0=0 i) lim floy) =

‘ lim
(x;¥)-(0:0) (x;¥)-(0:0)

iii) (x;yl)lggo;o)f(x;y) =f(0;0)=0

Jxi+y?=0

Por tanto, f es continua en (0; 0). Por otro lado,

o, y
Vilx;y) = (\/xz e ;\/X2 +y2)

no existe en (0; 0). Luego, f no es diferenciable en (0; 0).

Teorema 7.- Si la funcién f: D € R? — R vy las funciones

af (x;y) af (x;y) .
filoy) = B vy Hxy) = ———éy son continuas en D, entonces
f es diferenciable en D.
Xy

Ejemplo 39.- Sea f(x:y) = {2 7377 (¥ = (0;0)

0 , si{xy) =(0;0)
Demuestre que f,(0;0) v £,(0;0) existen, pero que f no es diferenciable en
(0:0).
Solucién: Se tiene
. "(h; 0) — £(0;0 0-0
£:(0;0) = Ilin?)f( A ) = lim =90
11—

h h-0 h
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. f(Ok) f@©G;0) . 0-0
O = iy s =0

Luego, las derivadas parciales de f en (0; 0) existen.

Ahora, sean T, ={(x;y) ER*/y=x} v T,={(x;y) €R?*/y =0} dos
trayectorias que pasan por el punto (0;0). Los limites de f sobre estas trayectorias
son

1
Sobre T;: , )13(10 0)f(x y) = llm}‘(x x) = 7
Sobre T,: lmgO O)f(x;y) = }Cx_r}gf(x; 0)=20

Asi, por la regla de las dos trayectorias l)in?O . f(x;y) noexiste, lo que
(x:y)=(0;0)

significa que f no es continua en (0; 0).
Por consiguiente, en virtud del teorema 7, f no es diferenciable en (0; 0).

Definicion 13:- (Diferencial Total). Sea f:D < R* - R una funcion de dos
variables para la cual existen f,.(x;y) vy fy(x;y)entodo (x;y) € D,y sean Ax y
Ay incrementos de x e y respectivamente.
i) Las diferenciales de las variables independientes x e y son
dx = Ax , dy = Ay
ii) La diferencial total de f, denotada por df(x;y) es

ofx:y) 4 9 xy)
df (x; )———;— -——5}7—dy

La extension de esta definicion a funciones de n variables es el siguiente:

Definicion 14.- Sea f:D < R™ — R una funcion de n variables para la cual
existen D; f(xy; xo; ...;x,) para i = 1,2,..,n y sean Axy, ..., Ax, incrementos de
las variables x, ..., x,, respectivamente.

i) Las diferenciales de las variables independientes x;, ..., x,, son

dx; = Axq,dx; = Ax,, ..., dx, = Ax,
ii) La diferencial total de f, denotada por df (x4, ..., X, } €s

A(xy, r X A(xq, ., X
df(xl/ --"xn) = -(—15";“"’?de1 + +""(""1§'x-“—"zl")'dxn
1 n

Ejemplo 40.- Halle la diferencial totai de la funcién

¥y J
z=f(x;y) = -x—§+arctan <Jc—5)
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Solucion
Las derivadas parciales de f son
, 3y  3yx? ) 1 X
R =—a-wre A =atw

Luego, la diferencial total de f es

3y 3yxt LN
dZ":df(X;}/): #;Zﬁm)dx*_ F'*'x(,%_yz d}/

Observacion 9.- Sea f:D c R" — R una funcion diferenciable en el punto
P(xy; ... xy) € D, es decir

Af(P) = Dy f(P)Axy + -+ + Dy f(P)Ax, + €(AP)

donde lim &(AP) =0
LP—0

Asi, cuando AP = (Axy; ...; Ax,) = (0; ...; 0), el cambio real de

z = f(xq;...; xy) es aproximadamente igual a la diferencial total dz, es decir.
Az = Af(P) =dz = df (P)

De donde resulta
f(P+AP) = f(P) +df(P)

Ejemplo 41.- Use diferenciales para calcular el valor aproximado de

3/6(1,98)3 + (4.1)2

Solucién

Al considerar la funcion f(x;y) = 1/6x3 + yzA, se puede calcular con facilidad
f(2;4) = V48 + 16 = V64 = 4

Luego, al tomar xy = 2,y =4 ,dx = Ax = —0,02 v dy = Ay = 0,1, se tiene

flxg+Ax;y, + Ay) = £(1,98;4,1) = /6(1,98)% + (4,1)°
= f(2;4) +df(2;4)
=4+ £,(2;Ddx + f,(2:4)dy

6x3 2y
Como f,(x;v) = vy Y LGy) = 36x 3y entonces
se tiene
(24 48 3 2.4) 8 1
. [ gp—_ v . I e 2 —
"')16 Yy HE 48 6
Por tanto,
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1
J6(1,98)% + (4,1)F = 4 4 3(=0,02) +-(0,1) = 3,9567
(8]

PROPAGACION DE ERRORES

§i z ¢y denotan los valores medidos de dos variables v x +Ax y y + Ay
representan loswalores exactos, entonces &x y Ay son ‘«’)x crrores de medicion.

Siwos valores medidos de x ¢y se usan para caleular of valor de la variable

dependiente z = f{x;y), entonces el error propagado en ;;c(!m:l de la variable

Z CS
Az = flx+Ax;y +Ay) = f(x;y)

Observacion 10.-
a) El error propagado en la variable z = f(x; y) s¢ cstima ¢ se aproxima por la
diterencial total de z. esto s
Az = dz = [ (x;y)dx + fy(x;y)dy
by Para determinar si ¢l crror propagado en la variable dependiente z es grande o
pequeiio, se usa el error relativo v el error porcentual de 7z = f(x;y)en el
punto (x;y). Asi, se tiene:

i) Ll error relativo o cambio relativo de fen P(x; y) sc estima por
() = L) = T
Fy T Fw)
ii) El error porcentual de f expresa el cambio de f como un porcentaje de su
tamaflo antes del cambio y se estima por

1)
E.P.(f(P))- “—j((m) 100 = f,f(i’)) % 100

Ejemplo 42.- El radic de la base v a altura de un cono circutar recto nuden 20 ¢m
v 30 cm respectivamente, con un posible ervor en fa medicion de 0,01 e, Utilice
diferencrales para estimar ¢l error maximo y el ervor porcentual en el cdlculo del
volumen del cone.

Solucion

[
Ll volumen del cono es V' = = mrr=h, con lo cual su diferencial total es
3

deal’l +7 m_2m'hi_ mre ’
= oodr o 3 u+3 dh

Comor = 20,h =50,dr = Ar =0,01 v dh = Ah = 0,01, entonces

20007
dV = (0,
D

N
o2
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Por tanto, el maximo error en el calculo del volumen es aproximadamente 87 cm.
El error porcentual estimado en el cz’xlculo del volumen es

dv
E.P.(V)=-—x100= 20000 (100) = 0,12%

3

Ejemplo 43.- El error porcentual cometido en la medicion de la altura de una
torre es 1% , para lo cual se mide el angulo de
elevacion hasta la parte superior desde el punto A

Torre

situado a 40 m de su base. Ei angulo medido es de
45° con un posible error de 40,5 minutos.

Suponiendo que el terreno €s plano, halle en forma ’
aproximada el maximo error porcentual cometido en

la medicién de la distancia del punto A a la base de % P

la torre. .

) .. Fig 310
Solucién

Si x es la distancia del punto A a la base de la torre. 8 el dngulo de elevacion y h
la altura de la torre, entonces de la figura 3.10 se tiene

h=xtan8
Luego, la diferencial total de la altura es

dh dh
dh M——dx+——d8 = tan B dx + x sec*8 db

a0

De donde se obtlem

dh_tan(?d kxseczﬁdg ;

R )
Ahora, de la relacion de medidas entre grado y minuto se obtiene

: 80° d

(1° = 60min) _ (_1_ y ]1 ﬁ) Tra e n rad
lz-05minf 120) ’ MT.%’(S) - yrad T {120)(180)

Luego, al reemplazar los datos

T
= 40,8 = 45°,d6 = 0, n = ——————— = (),000145 rad
x 5min (1209(180) ra
h =40tan45° = 40 dh ! 0,01 ( ti
= foeecd ) e T e T * Q o
an y W 100 ,01 en (%), se tiene
tan 45° 40 sec? (45°) .
0,01 = dx + 0 (0,000145) = dx = 0,3884

Por tanto, el crror porcentual cometido en la medicion de la distancia del punto A

a la base de la torre es
0,388

4
E.P.(x) 5—5(100) ~( )(100) = 0.971%
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Ejemplo 44.- Si el radio v la altura de un cilindro aumentan en 0,5% y 1%
respectivamente, ;cuadl es el cambio porcentual aproximado en su volumen?.

Solucién
Ll volumen del cilindro de radio r y altura h es
V=mnrh

De donde resulta

av av 5
dV = —dr + —dh = 2nrhdr + nr=dh
or oh

dr dh
Como £.P.(r) = - x100=05y L£.P(h) = ;

porcentual aproximado en el volumen del cono ¢s

. dv dr dh 1
EP(V)=—x100=2 — 100+~—x100-—2<>+1:2%
14 r h 2

Ejemplo 45.- La resistencia total R de n resistencias Ry, R,, ..., R, conectadas en
paralelo esta dada por

1 1 1 1

RTR TR TR
Los valores de Ry, Ry, ..., R, son 50, 100, 130, ....50n ohmios respectivamente,
con un ¢rror porcentual maximo de 0.8% en las mediciones. Estime el error

porcentual maximo en el calculo del valor de R.

Solucion
Las derivadas parciales de R con respecto a R; son
R R?*
57?; = E,l =12, ..n

De donde resulta

- a
Z

R—' R= R
dR RA dR1 ‘i" b dRz ‘+“§2'an

dr;,
Como EP.(R) = —Rgi X (100) = 0,8%,1 = 1,2, ..., n. entonces el error
i
porcentual de R es aproximadamente

n

R
EP(R)= %X 100

Rl 1 2 2 n n

R R R
=—(0,8%) +—(0,8%) + - +—=—1(0,8%) = 0,8%
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Ejemplo 46.- Consideremos el triangulo
isosceles T de la figura 3.11. ;[Cudl es
aproximadamente ¢l cambio que ocurre en ¢l
area de T si las longitudes de sus lados iguales
aumentan en una pulgada v el dnguio en ¢l
vértice se incrementa en 0,04 radianes?
Solucion

Six es la medida de la longitud de los lados

a el angulo comprendido entre ellos, entonces

el drea del tridngulo es
1, ‘
A= ix“ sen (&)

Luego,
dA

X

1
‘dA = —dx + —da = ¥ sen (@)dx + = x* cos(a)da
Ja 2

1 ,
Como dx = 15 Ples, da = 0,04 radianes; el cambio que ocurre en el area del
4

triangulo es

dA = 3 sen (g) (112) +o(3 )(cos( ) (0,04) = 0,28

Ejemplo 47.- Cuando se calcula el area de un trapecio isdsceles se obtiene
256 cm? con un error porcentual de 4%. Si se sabe que al medir las longitudes de
la base menor b, base mayor B y de la altura h. los errores de medicion fueron
iguales, halle los errores porcentuales al medir b, B y h respectivamente, cuando
b=12cm,B=20cmyh =16 cm.

Solucién

El area del trapecio isosceles es
_(b+B)h
= 5

De donde resulta
b+ B

&

an="2ap+ % ap + 2o ﬁdb+ﬁd8+< ) dh
ab dB oh 2 2 /
Como db =dB =dh, h=16,b=12 y B =20, el error aproximado en la
medida del 4rea es
dA = 8db + 8db + 16db = 32db ()
Puesto que el area medida es 4 = 256 cm? y su error porcentual 4%, se tiene

E.P.(A) dAXlOO 4 & dA i A=10,24
= — 4 e -
A 100 '

Luego, de (*) se tiene
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10,24
10,24 = 32db & db =

=032=dB = dh

=
Por tanto, los errores porcentuales al medir b, B ¥ h son
0,32

12

E.P(b) = db—b(mo) - ( )(100) = 2,67%

£ ) =28 100y = (0'32) 100) = 1.6%
: =B =707 (100) = 16%
dh 0,32 ,

E.P(R) = 2 (100) = (——) (100) = 2%
h 16

Ejemplo 48.- La utilidad mensual en nuevos soles de una empresa que
comercializa un solo producto es dada por

T,
Ulx;y) = g—é(x“ + 2xy),

donde x representa el numero de unidades vendidas en Lima ¢ y el numero de
unidades vendidas en Arequipa. Si en la actualidad la empresa vende 200
unidades en Lima y 300 unidades en Arequipa, estime el cambio aproximado en
la utilidad de la empresa si las ventas en Lima disminuyen en 1%, mientras que
en Arequipa aumentan en 2%.
Solucion
Como las ventas de la empresa disminuyen en Lima en un 1% y aumentan cn
Arequipa en un 2%, entonces se ticne

dx = Ax = —=200(0,01) = =2 v dy = Ay = 300(0,02) = 6
La diferencial total de la utilidad es

AU(x;y) = U (x; y)dx + Uy (x; y)dy = E% (x + y)dx + Ex~d_v
Parax = 200y v = 300, se tiene

dU(200;300) = 20 dx + 8dy = 20(-2) +8(6) = 8
Luego, AU(200;300) = dU(200;300) =8

Por tanto, la utilidad mensual de la empresa aumenta aproximadamente en S.. §
mensual.

Ejemplo 49.- Se fabrica un recipiente sin tapa que tiene la e Yy

forma de un tronco de cono circular con base una semiesfera,

tal como se muestra en la figura adjunta. Las dimensiones de! 2%
recipiente son

R=18m y r=12cm l
Si al recipiente se desca bafar con una capa de plata de 0.01

cm de espesor, estime el volumen aproximado de plata que sc

necesita para baiar la superficie exterior.
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Solucién
El volumen del tronco de cono circular recto de radio mayor R, radio menor r y

altura h es
h 20m
Vre =~3—(r2 + 7R + R?) =—3——(r2 + 7R + R?)

y de la esfera de radio r es

4
VE = §7t7"3

Luego, el volumen del recipiente es
20m 2m
= +TR+RY) +?r3

La diferencial total del volumen V es

av T T
&—?—dR = §(40r + 672 + 20R)dr + §(20r + 40R)dR

ParaR = 18,7 = 12,dR = AR = 0,01 y dr = Ar = 0,01, se tiene

ov
dV = —dr +
or

ks . T
dV = = (480 + 864 +360)(0,01) + 5 (240 + 720)(0,01) = 8,88r
J

Por tanto, para bafar la superficie exterior del recipiente se necesita
aproximadamente AV = 8,88m cm? de plata.

Ejemplo 50.- Sea f(x;y) = (x® + y*){/x% + y2, ;es f diferenciable en (0; 0)?
Solucién
Por el Teorema 7 podemos ver que f es diferenciable en (0; 0) si
of(x;y)  9f(x;y)
feay) ="y 3y
i) Como ( l)im0 O)f(x, y) = 0= f(0;0), concluimos que f es continua en (0;0)
XY)=0;

son continuas en (0;0).

i) La derivada parcial de f con respecto a x es

'3+ 3
_Of(xy)  |3x? x2+y2+x(x )

si (x;y) #= (0;0)

h(x;y) ¥ NECEST
0 , si(x;y) =(0;0)
af(0;0 h;0) — f(0: 0 7
es, 7(0:0) = lim f(hi0) = /(0:0) =limh=lh| =0
Ox h—0 h h-0

Ahora, al utilizar coordenadas polares, se obtiene
lim  h(x;y) =1im[37% cos?8 + r? cos 0 (cos38 + sen®8)] = 0 = h(0;0)
(x;y)-(0:0) -0

Asi, h(x;y) = es continua en (0; 0)

af (x;y)
dx
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iii) La derivada parcial de f con respecto a y es dada por

‘x3 + 3
af(x;y) 3y3/x? + y? +u ,si (x:y) #(0;0)
HOGy) = ——F=—== J2+y?
0 , si (x;y) = (0;0)
af(0;0 0;k) — £(0;0 k3Vk?
donde f(0:0) = lim fO:8) = 7(0:0) = lim =limk?|k| =0
dy k=0 k k>0 k k=0

En forma similar, al usar coordenadas polares se tiene
H(x;y) = ]'1m0[3r3 sen?8 + r* sen B(cos*0 + sen®*6)] = 0
r—

= H(0;0)

lim
(x;¥)~(0:0)

0f (x; ¥)
dy
Por consiguiente, f(x; y) es diferenciable en (0; 0).

Luego, es continua en (0; 0)

EJERCICIOS
3 xy? . ‘ o
1.- Sea f(x;y) = x/Eer,St (x;y) # (0;0)
0, si(gy)=(00)
(Es f diferenciable en los puntos (0; 0), (0; 1), (1; 1)? Justifique R. no, no, si

2.- Sea la funcién

Xy
e* +e¥ +—"— si(x;y) # (0;0
fsy) = e X4y i(x;y) # (0;0)
2 . si(x;y) = (0;0)

Analice la diferenciabilidad en (x;y) = (0;0) R. no es diferenciable

3.- Para las siguientes funciones, analice la diferenciabilidad en el punto (0;0)

I

1
2 f(x:y) = {("2 ) cos <ﬁ) G 7 (00
0 , si (x;y) = (0;0)
x sen (—3’--) st (x;y) # (0;0)
b) f(xi) = X2+ y?
0 , si (x;y) =(0;0)

4 .- Sea la funcién f(x; y) = /Ixyl, (x; y) € R2. Determine el conjunto de puntos
donde f no es diferenciable. R. f no es diferenciable en los eje X e Y.
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5.- En cada uno de los ejercicios halle df (x;y) y Af(x;y) para los valores
dados de x,y,Ax'y Ay.

a) f(x;y) =x*—xy+y?,x=2,y=-1,40x=—-0,01,Ay = 0,02
T
b) f(x;y) = senxy + cos(x +y) ,x =z = 0,Ax = 2m, Ay = 3m
s T
¢)flx;y) =esen{x+y),x =gy= 0,Ax = ——Z,Ay = 4m

xy
d)f(X,y) = m,x = 3,y = 1,AX = —0,1,Ay = 0,05

e)f(x;y;2) =x*—2y* +2° —xz
(x;y;2) = (2;-1;3), (Ax; Ay; Az) = (0,01; 0,02; 0,03)

f)f(x;y:2) =sen(x +y) —cos(x —z) + sen (y + 22)
Tom T
(x;y;2) = (5;6;0).(Ax;Ay;AZ) = (Z;E;Zn)

T
6.- Halle el valor aproximado de las siguientes cantidades utilizando diferenciales.

a) /(5,02)2 + (11,97)? b)/(3,02)2 + (1,99)% + (5,97)2
¢) (3,01)% + (3,98)% + (6,02)% + (1,97)"V/? R.0,111427

d) sen 32° cos 59° R. 0,273
e)In[(1,1)% + (2,3)3] —In9 R. 0,43

~
[}

.- Un envase de metal que tiene la forma de un cilindro circular recto tiene una
altura interior de 8 pulgadas, un radio interior de 3 pulgadas y un espesor de
0.2 pulgadas. Si el costo del metal que va a ser usado en su construccion
cuesta S/. 10 por pulg®. encuentre el costo aproximado del metal que se usara
en la manufactura del envase. R.S/. 132n

A
A-W
donde A es el niimero de libras de peso del objeto en el aire y W es el nimero
de libras del peso del objeto en el agua. Si el peso de un objeto en el aire es 20
libras con un posible error de 0,01 libras, y su peso en el agua es 12 libras con
un posible error de 0,02libras, encuentre el maximo error posible al calcular S
a partir de estas medidas. También halle el maximo error porcentual.

8.- La gravedad especifica S de un objeto estd dada por la formula § =

7
—_ 0
R. 1600,(},18/0
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9.- Una compafifa va a manufacturar 10000 cajas de madera cerradas con

10.

12.

14.

~ Al medir un triangulo se encuentra que los lados

dimensiones 3 pies, 4 pies y 5 pies. El costo de fa madera que va a ser usada es
de 5 soles por pie cuadrado. Si las maquinas que se usan para cortar las piezas
de madera tienen un posible error de 0,05 pies ¢n cada dimension, halle
aproximadamente usando la diferencial total. ¢l maximo crror posible en la

estimacion del costo de la madera. R. 120000 soles
- Si cada individuo y cada corporacion en la economia de un pais gasta una

proporcion x de cada sol recibido, entonces por ¢l principio muitiplicador
v

(keynes), la cantidad de dinero generada por la infusion de v soles es
- 1

A

Si y se incrementa de 1 a 1,03 millones y x disminuye de 0,6 a 0.58, (Cual ¢s
el cambio aproximado en el monto de dinero generado?. jaumenta o
disminuye?

tienen longitudes de 50 pulg. v 70 pulg. v ¢l
angulo comprendido entre ellos es de 30°. Si
existen errores posibles de 1/2 % en la medida dc
los lados y 1 /2 grado en la del angulo. Halle cl
maximo error aproximado en la medida del area.
R.2.5%

k
- Laccuacion P = v donde k constante, expresa la presion P de un gas

encerrado, de volumen V v temperatura T. Calcule aproximadamente el
porcentaje de error maximo que se comete en P cuando el error en la medida
de Ty V esde 1,4% y 0,9% respectivamente..

R. Porcentaje de error maximo de P es 0,5%

.- Se desea embalar un televisor cuyas dimensiones son: 35 ¢cm de largo, 40 cm

de ancho v 80 cm de altura, con un material homogéneo cuyo peso es de 1/20
gramos por cm®. Si el grosor del embalaje lateral debe ser de 5 cm mientras
que el de la base y Ia parte superior de 2,5 em cada uno, use diferenciales y
calcule aproximadamente ei peso de la envoltura.

- Cuando un medicamento se ingiere, el tiempo T en el que hay mayor
cantidad del producto en la sangre se puede calcular en términos de la
semivida “x” del medicamento en el estomago, y la semivida “y” en la sangre.
Para farmacos comunes T esta dado por
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xy(Inx —Iny)
T T (x—y)Inz
Para un medicamento en particular x = 30 min e y = 1 hora. ;Cual es el
maximo error porcentual en el calculo de T si el error maximo en la
estimacion de las semividas es de 10%?  R. 10%

15.- El radio de la base y la altura de un cono circular recto miden 6 cm y 8 ¢m
respectivamente, con un posible error en la medicion de 0,1 ¢m en cada
dimensién. Utilice diferenciales para estimar el error maximo posible en el
calculo del area de la superficie lateral.

(Sug. Area lateral= mrvr? + h?) R. 1,841 cm?

}6.- Se tiene un cilindro circular recto metédlico cuyas dimensiones son 2 metros
de altura y 1 metro de radio en la base. Se desea pintar exteriormente con una
capa de pintura de 0,002 m de espesor tanto en la parte lateral, como en las
bases. Use diferenciales para estimar la cantidad de pintura que sera necesario.

R. 0,012 m?
17.- La produccion mensual de la fabrica Sajita S.A. es

P(x;y) = 60x'/3y'/? unidades
donde x representa el capital invertido en miles de soles e y el trabajo medido
en horas de trabajo. En la actualidad, el capital mensual invertido es de 8000
soles y se emplean cada mes 900 horas de trabajo.
a) Calcule la produccion actual
b) Halle el aumento aproximado en la produccién de la empresa que resulto de

aumentar e} capital en 2000 soles y la fuerza de trabajo en 2 horas.

R. a) 3600 unidades b) aumenta en 154 unidades.

18.- Se quiere construir una pieza mecanica de acero que tiene la forma de un
paralelepipedo recto de base cuadrada. Si al medir el lado del cuadrado de la
base y al calcular el volumen de dicha pieza mecanica se han cometido errores
de 1% y 4% respectivamente, ;cual es el error porcentual cometido al medir la
altura del paralelepipedo? R. 2%

19.- El ancho, el largo y la profundidad de un tanque que tiene la forma de un
paralelepipedo rectangular han sido medidos con errores de 2%, 1,5% y 2,5%
respectivamente. Estime el error porcentual maximo al calcular el volumen de
dicho tanque. R. 6%
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3.6 REGLAS DE LA CADENA PARA UNA FUNCION DE VARIAS
VARIABLES

Recordemos que la regla de la cadena para funciones diferenciables de una
variable establece que si y = f(u) es una funcién derivable de u y u = g(x) es
una funciéon derivable de x, entonces la derivada de la funcién compuesta
y = f(g(x)) es dada por

dy dy du

dx ~ du’dx
En el siguiente Teorema consideraremos la regla de la cadena para funciones de

dos variables, donde cada una de las variables independientes €s también funcion
de dos o mas variables independientes.

Teorema 8.- Sea z = f(x;y) una funcion diferenciable de x e y. Si x = f(r;5)
yy = f(x;y) son tales que las derivadas parciales de primer orden

ox 9x 9y By o -
—,—,=—— y —=— existen; entonces la funcion f es de forma indirecta
or'ds’ or ds

funcion de r y s, y se tiene

dz 0z dx 0z Oy

o omor Ty W
0z 0z dx 0z dy ,
=== . (D)
ds 0dx ds dy 0ds

El diagrama de arbol de dependencias de la figura 3.12 facilita el calculo de las
derivadas parciales dadas en las igualdades (1) y (2).

9z 0z ox 8z %y

dr  8x dr oy or

Variable

diente
depend 9z _ %z ox %2 Oy

Variables 0s 8x 8s 08y or

intermedias Variables independientes

Fig. 3.12
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Teorema 9.- (Regla de la cadena general). Sea z = f(x;;...; x,;) una funcion
diferenciable de n variables, donde cada x; es una funcion diferenciable de
variables ty, ... t,,, esto es,
ox; .

x; = Fi(ty, o, ty) y —aTj,L =12,..,ny j=12, .., mexisten.
Entonces la funcién z = f(x;; ...; x,,) es de forma indirecta funcién de ¢, ..., ¢, ¥
se tiene

dz 0z 0x, N 0z axz 0z 0Jx,

e = e + - e
oty dx, 0t 8x2 5t1 dx, Oty

dz 0z (?xl 0z 0x2+ - dz 0x,
at, 63(1 at, dx, 0t, dx, Ot,

0z 0z dx, 0z 0x, dz 0x,
=t — .+ —.
Ot,, 0x; Ot 0Ox; Ot 0x, Oty

Corolario.- Sea z = f(xq, ..., x,) una funcién diferenciable de n variables. Si
cada x;({ = 1,2, ...,n) es una funcion derivable de una unica variable t, entonces
z es funcion de ¢ y la derivada total de z con respecto a t es

dz 0z dx, N 0z dx, L0z 0z dx,
dt ~ 0x, dt = 0dx, dt dx,  dt

Ejemplo 51.- Calcule, mediante la regla de la cadena las derivadas parciales que
se indican a continuacion:

y 2z aZ'd—-"l‘—+2 =
a) e y aS,swn oz=e*In(y) . x=s r, y=rs
- ow r
)-——— 35 ,siendow =zy? +x3+y,x =r%+s, y=-r+s5, z=c
dz .
¢) —,siendoz =xy? —y, x=e"", y=sent

dt

Solucién
a) Laregla de la cadena para este caso es

0z 0z Ox a4z dy

gz 9z ox 0z oy Z/ ¥
ar 6x’6r+0y'6r \y<
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dz 0z Ox N dz dy
ds 0x ds 9y 0s

Las derivadas parciales de z con respecto a x e y son

0z x| dz _e*
ax ey dy y
y las derivadas parciales de x e y con respectoar y s son
dx dx dy dy
—_— —p— 1 —— / —_— =
or o as ' oar Y Bs

Luego, al reemplazar cada una de estas derivadas parciales en la regla de la
cadena, se obtiene

0z x es+2r

e
R X 2 — = s+2r’
3 (e*lny).2 + y s=2e In(rs) + -

b) La regla de la cadena para este caso es

ow dw 0x+6w dy ow 0z
ar  Ox'dr Qdy ar 9z or

dw odw dx dw dy Jw 0z

Gs ox'ds  ay as oz ds

Las derivadas parciales de w con respecto a x,y y z son

6w__32 6w_2 +1 aw
ax~x,ay—2y © oz Y

y las derivadas parciales de x,y y z con respecto ar y s son

ax_2 6x_1 dy . dy dz 1 0z r
o e T T T s U ar s ds s

Luego, al reemplazar cada una de estas derivadas parciales en la regla de la
cadena, resulta

MW o Bx2).2r + 22y + 1. (=1) + y2.>
5y = Gx%).2r zy . yig

= 6r° 4+ 12r3s + 6rs? + . —4r+s-1

aow A r
== B + 2y + D + ¥ (- 5)

3

.
=3r4+6r25+352———2—+r+1
s
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¢) La regla de la cadena para la derivada total es

dz 0z dx +62 dy ://

dt  ox'dt’ dy'dt T — 1
Las derivadas parciales de z con respectoax ey son

dz ., 0z _ 5 1

ax 7 dy Xy

y las derivadas ordinarias de x e y con respecto a t son

dx d
— =—e7t, %~ cost

dt dt

Luego, al reemplazar cada una de estas derivadas en la regla de la cadena,
resulta

dz
= y2. (—e ") + (2xy — 1).cost

= —e ! sen’t + 2e " sentcost —cost
Ejemplo 52.- Muestre que la sustitucion x = e°,y = e’ convierte la ecuacion
, (0%u N 0%u o 6u) N (6u) 0
*\oxz v dy? ((’)x Y dy

a‘u d%u 0 dondet = f(x;
atz- ondeu = f(x;y)

en la ecuacién

Solucién
La regla de la cadena para la funcion u = f(x;y) es

au_au ax+0u dy [ Ou
ds  dx'ds Ay’ s ax
au_au ax+6u dy [ 0u
at  dx’ ay ot ay
Al derivar cada una de estas funciones con respecto a sy t, se tiene

azu_alsau}~ 6u+ Sa(au) b del orod
352 = 39 e'ax = g% 7% e 33 (Por regla del producto)

ou  [0%u ox = 0°u ay
9x2'ds  dydx ds
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_ S(’iu+ R 562u+0 3 ‘6u)+ 70%u
e gpre|egm 0| =x(5) +x ax?
o%u ou (0w 0 du
I [ ay] =et é—§+e 5;(5}7) (Por regla del producto)
t?E t 0%u ?.f.;,ii}t_ ?X
dxdy at  dy? ot

B t6u+ . t02u+0 3 (6u)+ 5 d9%u
—e.ay e e'ayz =y 3 y 352
> . 62u+6tu__ ,(0%u + , [9%u i (6u)+ (au) _ 0
ortanto. 5z T T X axz) Y ay? ax) "7 ay)

Ejemplo 53.- Una lancha se dirige hacia el sur con una velocidad de 8 km/h y otra

hacia el este a 12 km/h. A las 16 horas, la segunda lancha pasa por el punto donde

la primera estuvo hace tres horas.

a) ;Coémo varia la distancia entre ellas a las 15 horas?

b) ;Coémo varia la distancia entre ellas a las 17 horas?

Solucién : ,

a) A las 15 horas, las lanchas se encuentran en los puntos A y B (Fig. 3.13), cuya
distancia entre ellas es dada por

X —

o // V
z= % + y2 e~y
También, a las 15 horas la primera lancha se encuentra a y = 16 km del punto

de cruce y la segunda a x = 12 km del punto de cruce.
Al aplicar la regla de la cadena, resulta

dz 0z dx 0z dy _ x dx+ y dy
at oxde ay'dr xZ+yZ dt  [xTyy? dt

dx dy -
Luego, para los datos x = 12, y = 16, EE =-12y Zi—t- = 8, se tiene

(;i (20>( 12)+( g) (8)=-08

Por tanto, la distancia entre las lanchas disminuye a una velocidad de 0,8
km/h.
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y A yA
Ag X »
% 0 *VX
z y
"B
dl:—llkm/h dy
dr —=8kmih
dt B dy
——=8km/h
di
Fig 313 Fig 314

b) En forma. similar, a las 17 horas (Fig. 3.14) x =12 km., y =32 km y ia
distancia entre las lanchas es dada por

Z=,/x%+y?

Luego, laregla de la cadena en este caso es

dz 0z deaz dy X dx y dy
dt dx'dt dy'dt  [xTyyrdt [xZqy? dt
dx dy
Luego, para los datos x = 12, y = 32, Fr 12y I 8, resulta
dz 12

32
= e (12) + ———(8) = 11,7
dt  12% + 322 122 322

Por consiguiente. a las 17 horas, la distancia entre las lanchas aumenta a una
velocidad de 11,7 km/h.

Ejemplo 54.- Una piscina tiene 22 pies de ancho,
56 pies de largo, 5 pies de profundidad en un
extremo y 12 pies en el otro extremo. siendo el
fondo un plano inclinado. Si la piscina esta {°
llenandose con un caudal de 20 pies® /seg, ;a
que velocidad se esta elevando el nivel de agua
cuando dicho nivel es de 7 pies en el extremo mas
profundo?

Solucién

Fig. 3.15
De la figura 3.15, el volumen de agua en la piscina viene dada por

V= 1%(3{)/)(22) = 11xy
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La regla de la cadena en este caso es

av.ov dx+6V dy_l1 dx+11 dy 1
dt  dx dt 'y dt - Yde TR
Por semejanza de triangulos (Fig. 3.15), se tiene

y_x

756

Luego, al derivar con respecto a t ambos lados de la igualdad, se obtiene
ldy 1 dx dx dy
77-;17«—%-6“(—1? = E-—S.a‘t— (2)

Asi, al reemplazar (2) en (1) resulta

dv dy dy dy

av
Al sustituiry =7 y i 20 pies®/ seg, se obtiene

20 i76(7) DB 001623
- dt e
Por tanto, cuando la profundidad del agua es 7 pies, el nivel del agua aumenta a

una velocidad de 0,01623 pies/seg.

Ejemplo 55.- En un instante dado, la longitud de un cateto de un triangulo es 20
pies y esta aumentando a razon de 2 pies/seg. y la longitud del otro cateto es 24
pies y esta disminuyendo a razén de 4 pies/seg. Encuentre la rapidez de cambio de
la medida del angulo agudo opuesto al cateto de longitud de 24 pies en el instante
dado.

Solucidén

Sean x,y y 8 las medidas de los catetos y el dngulo del triangulo rectangulo

(Fig. 3.16). Luego, se tiene

tan8 = Y & 0 = arctan (X)

X : X
0
La regla de la cadena para la variable 8 es
d6 a6 dx+69 dy *
dt ~ dx ' dt 9y dt
Yy 4 x dy >

x2+y2'dt x2+y?dt

Fig. 3.16

169



CALCULO 11

dx d
Al sustituir los datos x = 20,y = 24 i 2 pies [seg y (—% = —4 pies/ seg

en la regla de la cadena, se obtiene

do 24 .
dt 202+242()

(-4) = 128 _ 0,131
202 4 242 T 976

Luego, el angulo agudo 6 disminuye a una razén de 0,131 rad/seg.

Ejemplo 56.- Un filtro conico de 18 cm de profundidad y 6 ¢cm de radio en la
parte superior, se encuentra llena de una solucion. La solucion va pasando a un
vaso cilindrico de 3 cm de radio. Cuando la profundidad de la solucién en el filtro
es 12 cm y el radio 4 cm, su nivel esta bajando a razén de 2cm/seg y el radio va
decreciendo a razén de 2/3 cm/seg. Halle la rapidez con que estd subiendo la
solucion en el vaso, para dichas medidas.
Solucién

En la figura 3.17 se observa que el volumen de
la solucion en el filtro cénico de radio r y
altura h es dado por

Vi = Veono — Vi

1 1 .
gnrzh = §n(6)2(18) —(3)*H
De donde resulta

T‘2h Fig. 3.17

H=24——
27

Luego, la derivada total de H con respecto a t es

dH 0H dr O0H dh  2rh dr r® dh
At dr dt oRdt T 27 dr 27 de

h dr 2
Al sustituir los datosr = 4, h = 12, i —2cm/seg y Fri —zm /seg
en la derivada total, resulta
dH B 2(4)(12)( 2) 42 2) = 32
e~ 27 3) 7270 =75

Por tanto, la solucién en el vaso cilindrico sube a una velocidad de 32/9 cm/seg.

Ejemplo 57.- Un corredor va por una pista circular de 40 metros de radio a razon
de 8 m/seg. En el centro de ésta hay una luz, la sombra del corredor se proyecta
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sobre un muro recto tangente a la pista en el punto de partida. ;Con qué rapidez se

mueve la sombra cuando lleva recorrido 1/8 de la pista?

Solucidon

Elarco § = AB recorrida por el atleta es dado por
S=r0

Como la sombra del corredor se provecta sobre la

recta tangente Ly, entonces se tiene (Fig. 3.18) x| %

y I
tan 6 = ‘; - A‘
Luego, la distancia recorrida por la sombra del -/
corredor (AT = y) viene dada por

y =rtanf (r = 40m fijo) /
La derivada total de las variables y 'y S con L

respecto al tiempo t son

dy 0y dr+ay dQ_t( 6(0) + 29(19“ ,29(19
dt ordr "o0 dr " R T T

ds _0S dr 95 do _ do
dt ordt a0 dr T dt

De estas dos ecuaciones, resulta

y ZBdH
o = sect0.—
Al sustituir los d 9—1 longitud de I ,t)_Zn_n dS"B )
sustituir los datos —8(on:,1u elapista) == =7y — = m /seg

d
en la derivada total d—)t) se obtiene

dy
= 2(8) = 16

Por consiguiente, la sombra del corredor se mueve sobre la recta tangente a una
rapidez de 16 m/seg.

Ejemplo 58.- Sea f: D © R* — R una funcion diferenciable, tal que

f(18;0) =4y D,f(18;0) = D,f(18;0) =3

Si H(x;y;2z) = f(x? —y?+ 2%, y* — 2% + x?), halle la ecuacion del plano
tangente a la superficie S: H(x; y;z) = 0 en el punto Py(3; —4;5)

Solucién

171



CALCULO 11
Al considerar u = x2 —y2 + 22, v=y? —z° +x*y H(x;y;2) = f(w;v) =0,
se tiene
OH(x;y;2) _ Of (u;v) a_u of (w; v) ?Z
0x du dx v ox
=D, f(u;v).2x + D, f (u; v). 2x

OH(x;y;z) _ O0f (w;v) 6u+6f(u;u) av
dy  du dy v dy

= Dy f(u;v). (=2y) + D, f(w; v). (2y)
OH(x;y;2)  Of (w;v) du | Of (u;v) dv
9z T du oz dv oz
=D, f(u;v).(2z) + D, f (u; v).(—22)
Al evaluar estas derivadas parciales en el punto Py(3; —4; 5), se tiene

0H(3;—4;5 O0H(3;—4;5 0H(3;—4;5
HE=45) G5 HE=45)
dx dy dz

Por tanto. la ecuacion del plano tangente a la superficie S en el punto Py(3; —4; 5)
es

Pr:36(x—3)+0(y+4)+0(z—-5) = Pr:x=3
Ejemplo 59.- Sea f una funcioén diferenciable, tal que
f(2:2) =2, Dif(2;2) =-2y D,f(2;2) =4
Si g(x) = f(x: f(x; f(x;:x))), halle g(2) vy ¢g'(2).
Solucion
Dg@) =f@f(2f(22)=f(2f(22)=,(22)=2

ii) Al considerar v(x) = f(x;x), u(x) = f(x; v(x)) y gx) = flx;ulx)), se
tiene

g'() = Dy f(xiu(x)). 14 Dy f (x;u(x)). ' (x)
= Dy f(x;u(x) + Dof (e uGe)[Dyf (3 v(x0)) + Do f (x: v(x)). v (x)]
= Dy f(x; u(x)) + Dof (; u()) Dy f(x; v(x)) +
+D, f (6 u(x)) Do f (x; v(x)) [Ds f (x; x) + Dy f (x: x)]
Luego, al evaluar en x = 2 resulta
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g'(2)=-2+4[-2+4[-2+4]] =22

2

) o ow aw\?
Ejemplo 60.- Transforme la ecuacion (5;) + (—a—y—) = 0, al tomar como

variables independientes ar = ./x? + y2 v # = arctan (X\
Solucién

El diagrama de arbol de dependencias se muestra en la figura 3.19. La regla de la
cadena para w viene dada por

awvaw dr Jdw 46

9x o ox 90 0x <x
s

ow xy 0w, y ¥

Sk OAFICE) W<e<x

dw 9w dr ow 96 ¥
gy _ or ay ' 08 dy f

_(}W(y) aw(x) Fig 319
Tar \r/ " 08 \r2

) ) ow ow )
Al sumar los cuadrados de las derivadas parciales F E-y— se obtiene

(BW)Z N (5w>2 _ (6w>2 N 1 (6W)2 —0
ox ay) ~\or r2\ae/)

Por tanto, la ecuacion resultante es
(6W>2 N 1 (GW)Z _0
or r2\ag/

3.7 DERIVACION IMPLICITA

Se dice que la ecuacion
Flx;y;2) =0 (%)
define en forma implicita a la funcion f: D € R? — R, si al sustituir z = f(x;y)
en la ecuacion (*), esta se reduce a una identidad, esto es,
F(x;y: f(x;y)) = 0.V(x;y) € D
Por ejemplo, la ecuacion
F(x;v;2) =3x*+ 4y +2z2-12=0
representa en forma implicita a las funciones

zZ =f(x;y) = \/m y Zzg(x;y) =—./12 ':733(2 . 4y2
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Teorema de la Funcién Implicita 10.- Sea F: D € R™*! — R una funcion real
de n + 1 variables tal que:

D F(xy s xq2) =0 e (M
ii) F tiene derivadas parciales continuas en la vecindad del punto P(xy; ...; xp,; 2)
JdF(P)
) — =% 0
dz

Entonces la ecuacion (*) representa a z en forma implicita como funcion de
Xq; .3 Xp, eStoes, z = f(xq;...;x,) ypara P(xy;...;x;2) € D, setiene

OF (xqi . 1x5:2)

dz  Of(xq;...5xp) 0x;
— = — ,l=1,2,.‘.,n
@X, Gxi F(x];n‘:xn;z)
0z
Ejemplo 61.- Halle 22 v 22 Gz = F(x:y) satisface la ccuacic
jemplo 61.- Halle o y ay,snz = f(x;y) satisface la ecuacion
xyt+yzt+ 20+ x—4=0
Solucién

SecaF(x;viz) =xy* +yz: +2° +x° =4 =0
Las derivadas parciales de F con respecto a x,y v z son
oF s e aF , ) oF s
ax—y + 3x°, Eyzt.xy+z, —a—z—=2yz~r32
Luego, al reemplazar cada una de estas derivadas en la forma de la derivacion
implicita. se tiene

oF )
0z Gx _ y? + 3x°
ox  OF = 2yz+3z°
0z
aF

9z ay  2xy+z*
by 9F — 2yz + 322

Ejemplo 62.- si u, v son funciones de x ¢ y definidas implicitamente en alguna
region del plano XY por las ecuaciones

{usenv+x2=0
ucosv—y? =0
du ( L 0% 9%v

du
HalleEzy%———xé—;+z y© }x2+x )y)+600
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Solucién
Al derivar en forma implicita ambas ecuaciones con respecto a x, se tiene

Ju dv
—senv+ucosv—+2x =0
0x Ox

Ju v 0
axcosv usenvax~

du dv
Luego, por la regla de Cramer las variables ) 7% vienen dadas por

—2X  UcCosv ’

ou — 2xu sen v
vl se?”zv 553?1}7 = Z T = T2xsenv
ox l { —u(sen?v + cos?v)
coOSvV —usenv
senv —2x
av_lcosv 0 l_ 2x cosv
ax —u - u
En forma similar, se obtiene
Ju 2 w dv 2y senv
— = 2y cos(v _—

Las derivadas parciales de segundo orden son:

dv du
9%v u{Zcosv—Zx senv.a—)?] —.2xcosv.a—£

dx? u?

2ucosv + 8x2 sen vcosv

u?

92v u[Zsenv+2ycosv.%l—2ysenv.%—%

dy? u?

2usenv — 8y? sen v cosv

u?

Luego, al sustituir estas derivadas parciales en la expresion de E, se obtiene
Foy® ]2 20 2 70 00 = 600
—yay o T ae T dy? B

Ejemplo 63.- Si f(x — z;y — z) = 0 define en forma implicita a z como funcién

d halle 22 4
exey halle— %
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Solucion
Al considerara = x —z y b =y — z, se tiene

F(x;v;2) = f(a;b) =0

Luego, al aplicar la regla de la cadena y la r
formula de la derivacion implicita, se tiene " e
\

OF OF da _OF _of
dx da ' dx da da
dF OF da OF ('Jb_aF af

3y 9ady "dbay ob db
J0F OF da OF 6b_ aF aF_ af of

9z 9a'9z 9b'9z da 9b da b

s =

<

Fig. 3.19

oF of oF af
92 _ 9x__9da_ .92 _ 0y _ 3b _
ox  OF of  of "oy  OF OF _ Of
dz Jda " db dz Jda ' 0b
0z 62__

Por consiguiente, 1

ax oy

Ejemplo 64.- Si z + e* sen (y +z) — 1 = 0 define a z en forma implicita como

2

T
en el punto (0; =; 0)

funcién de x e y, halle yax 7

Solucién

Sea F(x;v;z) =z+e*sen(y+z)—1=0. Luego, al aplicar las formulas de
derivacion implicita, se tiene

JF aF
0z gy~ e'sen(y+z) 9z  0Jy _ e*cos (y + z)
dx  OF ~ 1+4e*cos(y+z) dy  OF  1+eXcos(y+2)
0z dz
E_azz
"~ dyox

e*[cos(y + z) + e* cos*(y + 2)] (1 * %) + e?* sen*(y + 2) [1 + g_;}
[14 e*cos(y + 2)]?

(4
Al evaluar la derivada parcial de segundo orden en el punto P, (O; 5 O) , resulta
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0%z

d0ydx (0i3:0)

=-1

EJERCICIOS

1.- En los siguientes ejercicios, obtenga las derivadas parciales indicadas al usar la
regla de la cadena.

ayu = (yz)*, x =e*, y =524 3st z=sent?ﬁt—?}i
o 1 1 r Iaslat
dz
byz=In(x*+y?) +/x2 +y?2 x=celcost, y=e‘sent,a
Rdz 2+et
—= e
dt
c)z=xe*, x=t-3, y=e'3 dz
, ) T
du=2x?—-yz+xz% x=2sent, y=t*—t+1, z=3e",
du
—ent=0 R. 24
dt
(3x +) 2y (‘ ) du oJu
= . x =r%e*, y=se ;o= =
e)u = arcsen (3x +7y), x =re*, y n(rs) 5 5
= cosh () x =215 v gser: %M
f)u—cosh(x), x =2r%s, y=6se’; 3 s

xX—=y du Jdu Ju

JU= 7, X = -t y=r- U =7 5 3T
gu 722477 x=r+3s—t y=r—25+3 3 35’ 9t
| Yy = arct . _ 3 < Ju du Ju
W) u = xe ¥, x = arctan(rst), y = cos(3rs + 5st); 3 s’ ot

2.- En los siguientes ejercicios, suponga que w es una funcién de todas las otras
variables. Halle las derivadas parciales indicadas en cada caso.

a)3x* +2y? +6w? —x +y = 12, ~6—M—/, o
dx’  dy
byx? — 2xy + 2xw + 3y? +w? = 21, a_w ow
’ Ox' dy
ow  dw

) xly —xiw = 2xy? —ywr+wi =7, o 3y

3.- Suponga que f(x;y} =e* y que g, h son funciones tales que g(2) = 3,
g’ (2) =4,h(2) =5 h'(2) = 6; Halle F'(2) si: F(t) = f(g(t); h(t))
R. 38el®
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4.- Si f(r;s) es diferenciable en (0;0) y D,f(0;0) = 2,D,£(0;0) =3y ¢p(uiv)
es diferenciable en (0; 0), $(0; 0) = 0,¢,(0;0) = 7,¢,(0; 0) = 9.
Sea g(u; v) = f(¢w; v);w). Caleule g,(0;0) y g,(0;0)
R. ,(0;0) =17, g,(0;0) =18

du uD, f(xu,;
5.- Dadou = f(xu; y) demuesire que: i T;_v%)fj(f—(%—)_

_ ,0%2 0%z
6.- Si z =y + ax) + Y(y — ax), demuestre a 37 R 0

7.-Siz= f(x;y), x =rcosf,y =r sen 8, demuestre que

(62)2 N 1 (62)2 B (62)2 N (02)2
or/  rz\ag)  \ox 0y

d%u Zazu
=qt—

8.-Si u = e* * cos(x — at), pruebe que —
( ).p au at? 0x?

9.- Dado z = u(x;y)e™*b” donde u(x;y) es una funcion de x e y tal que

0*u
= 0, (a, b constantes). Halle los valores de a y b que hacen que la
dxdy
9%z 0z o0z 20 Razhe1
expresion axay  9x 3y z= .a=b=
10~ Siw = f(x? 2.2 2) b 6w+ OW“O
-~ Siw=f(x*—y°y°—x*°), prue equeyax xay—
. . . X+
i1.- Una funcion u es definida por una ecuacién de la formau = xyf ( oy )
. _ du ou ‘
Pruebe que u satisface la ecuacion x? Frie y? 3= G(x;y)u yhalle
G(x;y). R.Gx;y)=x—y

12.- Una cierta funcion F( | (6F\2+‘6F)2_2V
.- Una cierta funcion F{(x; y) es tal que a-) (631 =2,Y(x:y)

1
El cambio de variable x = uv, y = 5 (u? — v*) transforma la funcion
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F(x;y) en una funciéon de u y v. Determine los valores de las constantes a y b

| (GF)Z baF)2~ sy R 1 - 1
tales que a F» (av =u-+v ca=3, b=-3

13.- Un lado de un rectangulo de x = 20 m, aumenta con una velocidad de 5
m/seg, ¢l otro lado de y = 30 m, disminuye con una velocidad de 4 m/seg.
(Con qué velocidad variara el perimetro y el area de dicho rectangulo?

R. Perimetro 2 m/seg, area 70 m?/ seg

14.- El radio de una esfera disminuye a razon de 2 cm/seg y el radio de la base de
un cono recto, inscrito en dicha esfera; aumenta a razon de 1 cm/seg. Calcule

la rapidez con que varia el volumen del cono cuando el radio de la esfera es

av
de 10 cm y radio de la base del cono 6 cm. R. T 9

15.- Una cantidad de gas obedece a la ley de un gas ideal PV = 12T,y el gas esta
en un recipiente que es calentado a una rapidez de 3° por seg. Si en el instante
cuando la temperatura es 300° la presion es 6 lib /pulg® y esta
disminuyendo a la rapidez de 0,1 lib /pulg?® por segundo, halle la rapidez de
cambio del volumen en ese instante. R. Crece a razon de 16 puig® /seg
Nota: P es la presion, V el volumen, T la temperatura.

16.- En un instante t, medido en minutos, una chinche sobre el plano XY esta en
el punto (x;y), donde las distancias se miden en pies. La temperatura en
(x;y) es z=T(x;y) = e™*"2¥ grados. Cuando la chinche esta en el punto
(0,0) se mueve hacia el este a una velocidad de 2 pies/min. y hacia el norte a 3
pies/min. Desde el punto de vista de la chinche, jcon qué rapidez esta
cambiando la temperatura del suelo? R. —8°C/min.

17.- Un deposito en forma de un cono invertido, tiene una altura de 10 m y una
base de 10 m de didmetro. Si el deposito estd llendndose de agua a razén de
2m3/ seg, ;a qué velocidad se esta elevando el nivel de agua cuando el nivel
se encuentra a 3 m de la parte superior del deposito?

8
R. 97 m /seg

18.- Uno de los lados de un paralelogramo estd aumentando a razén de 10 cm/seg.
y uno de los adyacentes estd disminuyendo a razén de 5 cm/seg, mientras que
el dngulo comprendido estd aumentando a razén de 2°/ seg. Determine como
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y con qué rapidez esta variando el area del paralelogramo en el momento en
que tales lados miden 240 m y 1,50 m respectivamente, si el angulo
comprendido es 60°.

19.- Una piscina tiene 30 pies de ancho, 40 pies de largo, 3 pics de profundidad en
un extremo y 8 pies en el otro extremo, siendo el fondo un plano inclinado. Si
la piscina esta llenandose con un caudal de 40 pies® /seg, (a qué velocidad
se esta elevando el nivel de agua cuando dicho nivel es de 8 pies en el exiremo
mas profundo? R. 1/30 piesiseg

20.- El auto A se desplaza hacia el norte por una carretera y el auto B viaja hacia
el oeste por otra carretera, cada uno se aproxima al cruce de estas carreteras.
En cicrto momento, el auto A estd a 1,5 km del cruce y viaja a 90 km/h,
mientras que el auto B estd a 2,5 km del cruce y viaja a 60 km/h [ Cual es la
razon de cambio de la distancia entre los autos en ese momento?

21.- El radio de un cilindro circular se incrementa a razon de 6 centimetros por
minuto, y la altura decrece a razon de 4 centimetros por minuto. ;,Cuél es la
velocidad con la que cambian el volumen y el drea cuando el radio mide 12
cmy laaltura 36 cm?

R. — = 46081 cm®/ min ; ds = 6241 cm?*/ min
L dt L dt

22.- En un triangulo ABC considere los lados AB y AC y el angulo 6 que ¢llos
forman. Suponga que el lado AB aumenta a /16 cnm/min, el lado AC
disminuye a 1/16 cn/min y que el angulo € aumenta a 0,02 rad/min.
Determine la velocidad con la que varia el area del triangulo cuando AB mide
3 ecm, AC mide 4 cm y el angulo 8 mide w /4 rad.

ds _ 121 oo,
7 = 1600 cm®/ min

-~

23.- El trigo que cae del orificio del fondo de un gran deposito va formando. sobre
g g p
el terreno, un monton en forma de un cono circular recto. La altura dei cono
mide 5 metros y aumenta a razon de 50 cm en cada minuto. El radio de la base
mide 3 metros y aumenta a razon de 50 cm cada minuto. Halle la variacion del
volumen que se experimenta en la unidad de tiempo.
137 3 )
R. ——m / min

L
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24.- La utilidad “U” de una empresa que fabrica y vende un unico producto
depende del precio de venta “p” (en doldres) de dicho producto y del gasto en
publicidad “g” (en doldres) para promocionar el producto.

2 2
p rg g
L | ] bl t U= ——
a ecuacion que relaciona las variables anteriores es 5>~ 100t 1000

Por otro lado “p” y *g” dependen del nimero “x” de unidades producidas
mediante las reglas de correspondencia p = h(x) y g=H(x).
Adicionalmente, se sabe que h'(1000) = 1; h(1000) = 40; H'(1000) = 2
y H(1000) = 5000.

du
Calcule ¢ interprete I evaluado en x = 1000.

R. La utilidad de la empresa aumenta a una razéon de $ 9.2 por unidad
producida.

25.- La altura de un triangulo disminuye a razén de 2cm/seg, mientras que el area
del mismo disminuye a razon de 3 cm?® /seg (A que velocidad cambia la base
del triangulo cuando la altura mide 20 cm y el area 180 cm??  R. 1.5 cnseg

26.- Silaecuacion f(x? —y? + z%;y? — x* + z?) = 0 define a z implicitamente
10z 1 0z

como funciéon de x e y, halle w = T 9% + ;@ R. O

27.- Sea la funcion z = f(x;y) dada por la ecuacién
sen(x+z)+sen(x+y)=1
(Para qué valor de la constante a en el punto (m; /2 m) se verifica la
62 al 3 (82 02)

0\/“ ~"\ay  ax

R.a=2
dy Ox “ T

ecuacion Y

EJERCICIOS DE DISCUSION

Verdadero o Falso
1.- Si z= f(x;y) es una funcion con derivadas parciales continuas hasta el 2do.
orden,y ademas x = 1 + 2t, y = 3 — t entonces,

d*z B 4622 9%z N 0%z
dt?2 " ox?  dxdy 0y?
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2.- Considere que la funcion z = f(x;y) y las funciones D f(x;y), Do f(x;y),
Di,f(x;y) v Dpif(x;y) son continuas en una region D < R?
y ademds satisface Dy f(x;y) = Do f (x5 y)
0%z

Six=r+s, y=r-—s,entonces = -2
Y dsor

vz
3.- Si f(x;y;2) =J e'” dt,entonces Vf{4;2;0) = (0;0; =2)
XZ

4.- Siu=¢(x*+y?+ z?), entonces yz(—aﬁ - 2xz—aﬁ + xy% =1
dx dy dz

5.- El angulo que forman en su interseccion la esfera x* +y? +z° =1y el
plano y = x esigualam /3.

6.- Si el plano dado por 3(x — 1) +5(y + 1)+ 7(z ~2) = 0 es tangente a la
superficie  F(x;y;z) =0 en (1;-1;2). entonces D;F(1;-1;2) = 3,
D,F(1;-1;2) =5y D;F(1;-1;2) =7

R. VFVFFF
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4 APLICACIONES DE

DERIVADAS PARCIALES

MAXIMOS Y MINIMOS DE UNA FUNCION
DE VARIAS VARIABLES

En muchos campos del conocimiento humano (estadistica, biologia, ingenieria
industrial, etc.), con cierta frecuencia hay la necesidad de resolver problemas de
optimizacion a través de los poderosos conceptos de maximos y minimos del
calculo diferencial.

Para resolver los problemas a partir de la informacion dada por el conjunto de
datos, en primer lugar, se busca un modelo matemdtico que se ajusta al
comportamiento de los datos. Si el modelo matematico contiene varias variables,
es necesario identificar en forma clara las condiciones del problema que aporten
suficientes relaciones entre las variables. '

Vamos a empezar ¢l capitulo presentando la definicién de maximos y minimos

relativos de una funcién de n variables. Luego, se estableceran criterios para
determinar los puntos donde la funcién tiene un maximo o un minimo relativo.

4.1 MAXIMOS Y MINIMOS
Sea f: D © R™ — R una funcién definida en el conjunto abierto D.

Definicion 1.- Se dice qué f presenta un méximo absoluto en el punto Py € Dy,

si f(P) < f(Py).VP €D, en tal caso f(Py) se denomina valor
maximo absoiuto de f.

Definicion 2.- Se dice que f presenta un minimo absoluto en el punto Q, € Dy.
si f(Qy) < f(Q),vQ €D, en tal caso f(Qy) se denomina valor
minimo absoluto de f.

Observacién 1.-

a) Un punto P € D se llama'punto extremo, si P corresponde a un maximo o
minimo. Asi, f(P) se denomina valor extremo de f.

b) Como en el caso de funciones de una variable real, no toda funcion tiene
maximo o minimo absoluto.

Ejemplo 1.- La funcién z = f(x;y) = x* + (y — 1)* definida en el conjunto
D = R? tiene un minimo absoluto en @, (0; 1) y no presenta maximo absoluto.
(Fig. 4.1)
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ey Fin 472
"Jd‘ a

Ejemplo 2.- La funcion z = f(x;y) =2 —x*— (y — 2)* alcanza su valor
maximo en Py (0; 2) y no ticne minimo absoluto (Fig. 4.2)

X1 —x% —y?
- }7
D=1{(x;y) €ER? / x? 4+ y? < 1Ay >0}notiecne maximo ni minimo. pucs
Yy Yy . I

Ejemplo 3.- La funcién f(x;y) = . con dominio

parax # 0 fijo se tiene lim, f(x;y) = fooscginscax > 006x <0
y=0

respectivamente.

Teorema 1.- Sea D < R™ un conjunto cerrado v acotado, y sea

f:D < R una funcién continua en D. Entonces, existe al menos un punto ¢n D
donde f tienc un valor maximo absoluto, y al menos un punto en D donde f
tiene un valor minimo absoluto.

Ejemplo 4.- La funcién

2

I
x
y) = 11—y
flxy) \) 7Y
es continua en el conjunto cerrado y acotado
: x*
D:{(x;y)ERZ/Z—'FyZSl}

El valor maximo absoluto de f ocurre en cl
punto (0;0), vy su valor minimo absoluto ocurre

X2 .
en todo punto de la elipse T +y% =1 (Fig4.3)
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APLICACIONES DE DERIVADAS PARCIALES

Definicion 3.- Se dice que una funcién f:D < R™ — R definida en el conjunto
abierto D presenta un maximo relativo o local en el punto Py € D, si existe, una
bola abierta B(Py; €)f: < D, (¢ > 0), tal que

f(P) < f(Py), VP €EB(Py¢)
en tal caso f(P,) se llama valor maximo relativo o local de f.
Definicion 4.- Se.dice que una funcién f:D < R" — R definida en el conjunto

abierto D presenta un minimo relativo o local en el punto Qg € D, si existe una
bola abierta B(Qq; 6), (§ > 0), tal que

f(Qo) = f(Q),VQ € B(Qo: )

en tal caso f(Q,) se llama valor minimo relativo o local de f.

Observacién 2.- Un punto P, € D es un punto de extremo relativo o local, si Py
corresponde a un maximo o minimo relativo de la funcioén f.

Teorema 2.- Si la funcion f: D ¢ R™ — R definida en el conjunto abierto D

of

presenta un extremo relativoen Py € Dy P (Py), (k = 1.2, ..., n) existen,
Xk

P

af _ _
entonces E(PO) =0,vk =123, ..,n.

Demostracién.- Supongamos que f presenta un maximo relativo en P, € D,
entonces existe una bola abierta B(P,; §) < D tal que

f(P) < f(Py), VP € B(Py;8)
Luego, parah > 0y Py + hii, € B(Py; §), donde @y = (0;...;1;0:...0), se tiene

fPo + i) = f(P) _
h -

f(Py + hiy) < f(Py) y esto implica que:

f(P0+hak)__f(P0)<0‘
p <

Por tanto, lim
h-0*

Py + htiy) — f (P,
En forma similar. si h < 0, resulta ’]ixy_ [Py ;:) f(Fo) =20
1

df (Py)

Como existe, entonces se tiene

Xk
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af (Py) - lim f(Py + hily) = f(Py)

[P+ haly) — f(Py)
. = lim =0
0xy -0 h -0~ h

Vk=12,..,n

1]

Asi, los valores extremos de una funcion f: D € R™ — R definidas en el conjunto
abierto D pueden ocurrir en puntos donde las primeras derivadas parciales de f
son ceros.

Definicion 5.- (Punto critico) Sea f: D < R™ — R una funciéon definida en el
conjunto abierto D.

Se dice que un punto Py € D (punto interior de D) es un punto critico de la grafica
de f si:

af(pPy af (P
1) Existen —ﬁ—o—),i =12, ...n Yy __/:_(__02 =0,vi=12,..,n obien
0x; dx,
af(Py) :
i} —M [ =1,2,....,no existen.
dx;

H

Ejemplo 5.- Sca la funcién

f(x;y) = xy(3 — x — y) definida en el conjunto
D={(;y) R/ x>0,y>0x+y<3}

(Fig. 4.4)
Esta funcion tiene un unico punto critico en D.
obtenido al resolver las ecuaciones

af (x;y) )
—_— =3y —2xy —y* =0
Ep y Xy —y —
g <
af (x:y) .
— = 3y =2 —ye =)
3y ) Xy —y

que es el punto Py(1; 1)

Observacion 3.- El teorema anterior afirma que una condicion necesaria para que
una funcion f: D < R™ — R tenga un extremo relativo en un punto Py € D, donde
sus primeras derivadas parciales existen. es que ese punto sea un punto critico.
Pero este teorema no es suficiente para estudiar el problema de la existencia de los
valores extremos de la funcion.
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Observacion 4.- Un punto critico de la grafica de la funcion f: D € R™ - R que
no corresponde a un valor maximo o valor minimo relativo, sc denomina punto de
silla o ensilladura.

Ejemplo 6.- La funciéon z = f(x;y) = y* — x* (paraboloide hiperbolico) tiene

derivad o 0 ) dy 5
erivadas parciales —=— = — —_—
erivadas parciales ix X, ox y

que se anulanenx =y =0

Sin embargo, la funcion no tienc maximo ni minimo
en este punto (0;0). En efecto, esta funcién es cero
en el origen, mientras que ¢n la vecindad inmediata
de este punto toma valores positivos como negativos.
es decir, (0; 0)es un punto critico tipo silla (Fig. 4.5).

MATRIZ HESSIANA DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES

Definicion 6.- Sea f:D < R™ —» R una funcién de n variables con dominio el
conjunto abierto D tal que f (P) y fxix,-(P) existen Vi,j =1,2,...,nyvP € D
Se denomina matriz hessiana de la funcién f en el punto P € D, a la matriz dada
por
fere () fryeg (P) oo fr, (P)
feoey P) - frpma(P) s frn, (P)
Hre)=| T '

~
~
~

foei ) fores(P) e fr (P)

nxn

Ejemplo 7.- Halle la matriz hessiana de las siguientes funciones:
a) fly) =x3+y>—9xy + 4 b) glx;y;z) = x* +y? + 2% —xy + 2z
Solucién
a) Las derivadas parciales de primer orden y de segundo orden de f son
(feGeiy) =3x* =9y, fu(xiy) =6x, fo,(x;y)=-9
Uiy) =397 = 9x, fulxiy) = =9, f,(x;y) = 6y
Luego, la matriz hessiana de [ es

frx(X3Y) fxy(x;y)}
fyx(X;y) ["},y(x;y) 22

_[6x =9

H(f(xy)) = - [—9 6>’sz
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b) Las derivadas parciales de primer orden y de segundo orden de g son:
9 y;2) =2x =y, gu(X;¥:2) = 2, gry(;y32) = =1, guz(x3y;2) =0
9y(xyiz) =2y —x, gy (e yiz) = -1, gy, (x;v:2) =2, gy, (x;y;2) =0
9:06y:2) =22+ 2, gn(xy;2) =0, gy(xiy;2) =0, g,(x5y;2) =2

Luego, la matriz hessiana de g es

2 -1 0
gloy;z)=|-1 2 o]
0 0 2l

Observacion 5.- Los menores principales de la matriz hessiana H(f (P)) dada en
la definicion 6 son los determinantes dados por

H(F(P)) = fryx, (P)

forr(P) feye, (P)
HUE) =1 ) fon )

feret (P) fiye, (P) fony (P)
Hy(f(P)) = fori P) iy, () frp, (P}
ferier(P) frans (P) frguy (P)

forr(PY S, (P) o fuy, (P)
ferei(P) fry(P) o iy, (P)
Hn(f([))) = ' ' )

Fors () fors(P) o o (P)
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CRITERIO DE LAS SEGUNDAS DERIVADAS PARCIALES PARA
CALCULAR LOS EXTREMOS RELATIVOS

Teorema 3.- Sea f: D < R" - R una funcion de n variables con dominio el
conjunto abierto D & R™, tal que £, (P) y fy;(P) existen Vi,j =12,..,n
y VP € D. Sca Py € D un punto critico de la grafica de f. entonces se tiene:

a) Si la matriz hessiana H(f (P,)) es definida positiva, esto es, H,(f(Py)) > 0.
Hz(/'(PO)) > O,...,H”(f'(l’o)) > 0. entonces f(FPy) es un valor minimo
relativo de f.

b) Si la matriz hessiana H(f (P,)) es definida negativa, esto es, H,(f(Py)) < 0 .
Hy(f(Py)) >0, Hy(f(Py)) < 0. Hy(f(Py)) > 0,....y asi sucesivamente
(es decir, los menores principales de orden impar son negativas y los de
orden par positivos), entonces f(Py) es un valor maximo relativo de f.

¢) Sino se cumple ninguna de las dos primeras condiciones y H,,(f(P,)) = 0 .
entonces el punto critico P, corresponde a un puhlo de silla de la grafica de
I

d) Sino se cumple ninguna de las dos primeras condiciones v Hn(f(Po)) =0
, entonces nada se puede concluir con respecto al punto critico Py puede
corresponder a un extremo relativo, a un punto de silla 0 ninguna de estas
caracteristicas.

Ejemplo 8.- Halle los extremos relativos de

floy) =x* +y*
Solucién
Las derivadas parciales de primer orden de f
son
frly) =4x* y f(xy) = 4y°
Lucgo, () =0 y flcy) =0 s
x=0yy=0

Asi, Py(0;0) es un punto critico de la grafica e
de f.
Ahora, la matriz hessiana de f es
: fo(iy) fo )] _[12x% 0
HIFG) =1 00 foo :[ 0 12 2}
frxGay) fry(xy) y

Como los menores principales de la matriz hessiana en el punto P, (0; 0) son
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H(F(0:0) =0y H(F0:0) =) o] =0

entonces no se puede concluir nada con respecto al punto critico P,(0; 0).

Sin embargo, la grafica de la funcién f (Fig. 4.6} indica que P,{0; 0) corresponde
a un minimo relativo de f'y f(0;0) = 0 es el valor minimo relativo.

Ejemplo 9.- Determine los extremos relativos de

flay) =x%+y3+9x2 =3y + 15x — 9y + 20
Solucidn
Las derivadas parciales de primer orden de f son

fi(x;y) =3x4+18x + 15 = 3(x + 1)(x + 5)
flay) =3y* —6y =9 =30+ 1)y -3)
Al igualar a cero estas derivadas parciales, se obtiene los puntos criticos

P (=1;=1),P,(=1;3), P3(=5:=1) y P4(—5:3)
La matriz hessiana de f en un punto genérico (x;y) es

frx (X5 y) fxy(x"y)}
H{f(x; = :
(FGxi) [fyxu:y) oy (x:7)
Para el punto P;(—1; —1), se tiene
oo =12 0
H(f(-1:-1) [0 —12]
y como Hy(f(=1;-1))=12>0 y H,(f(—1;-1)) = —144 < 0. entonces
P, corresponde a un punto de silla. El punto de silla de la grafica de f es
Q(-1; -1, f(-1,-1)) = Q(~1;-1;18)
Para el punto P,(—1; 3), se obtiene
i _[12 o0
Hr-u) =y 5
Yy como Hl(f(—1;3)) =12>0 vy Hz(f(—l; 3)) = 144 > 0, entonces P,

corresponde a un minimo relativo. El valor minimo relativo es f(—1;3) = ~14

_[6x+18 o]
1 o ey-6

Para ¢l punto P;(—5; —1). resulta
-12 0
H(f(=5:-1)) = [ 0 —121
y como H,(f(-5; wl)) =-12<0 y H,(f(=5—1) = 144 > 0, entonces
corresponde a un maximo relativo.
El valor maximo relativo de f es f(=5;—1) = 50
Para el punto P,(—5; 3), se tiene

H(f(-5:3)) = [‘32 0]
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y como H,(f(=5:3)) =—-12<0 vy Hy(f(=5:3)) = —144 < 0, entonces P,
corresponde a un punto de silla. El punto de silla de la grafica de f es

Q(=5:3;f(~5:3)) = Q(-5:3;18)

Ejemplo 10.- Halle los extremos relativos de
fl;y;z) =x* +y3 4+ 2% —3xy — 322+ 2
Solucién
Las derivadas parciales de primer orden de f son
[l y;2) =3x% =3y = 3(x% — )
fy(xy;2) = 3y* = 3x = 3(y* — x)
(G v;2z) =32% — 6z = 32(z - 2)
Al igualar a cero estas derivadas parciales y resolver, se obtiene los puntos
criticos P (0;0;0), P,(0;0;2), P;(1;1;0) v P(1;1;2)
La matriz hessiana de f en un punto genérico (x;y; z) es

6x -3 0
H(f(x;y:2)) = {—3 6y 0 }
0 0 6z—-6

Para el punto P, (0;0; 0) . la matriz hessiana de fes

0 -3 0
H(f(0;0;0)) = [—3 0 0 }
0 0 -6

y como H,(f(0;0;0)) =0, Hy(f(0;0;0)=-9 'y Hy(£(0;0;0)) = 54:
entonces P, corresponde a un punto de silla.
Para el punto P,(0; 0; 2), se tiene

, 0 -3 0
H(f(0:0;2)) = [—3 0 0}
0 0 6

y como H(f(0:0;0)) =0, Hy(f(0;0;0)) =-9 y H;(f(0;0:0)) = —54;
entonces P, corresponde a un punto de silla.
Para el punto P;(1;1; 0), se obtiene

6 -3 0
H(f(1;1;0)) = [—3 6 0 ]
0 0 -6

ycomo H(f(1:1;0)) =6 >0, Hy(f(1;1:0)) =27>0 y
H, (f(P3)) = —162 < 0, entonces P; corresponde a un punto de silla.
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Para el punto P,(1;1; 2), se obtiene

6 -3 0
H(f(1;1,2) = l~3 6 0]
0 0 6

ycomo Hy(f(1;1;2)) =6 >0, H(f(1:1;2)) =27 >0 y

H3(f(’P4)) = 162 > 0, entonces P, corresponde a un minimo relativo. El valor
minimo relativo de f es f(1;1;2) = —3.

Ejemplo 11.- Halle los extremos relativos de la funcion

(x:y:2) = e
flay z) = (1 +eX)(e* +e¥)(e” +e2)(1 + e?)
Solucion

Al aplicar la regla del producto, las derivadas paréiales de primer orden de f son

fx(x;y;Z)=f(x:y;2)~1iexf(x;y;2) o i) (D)
fGyiz) =[Gy =~ — yf(x i )"ey+ezf(x yiz) . (2)
foxiyiz) = f(xy;2) = —5—— f(x y.Z)—1+ 7f(xyiz) . (3)

Como f(x;y:z) # 0,V(x;y;2) € Dy, entonces al igualar a cero y resolver las

ecuaciones (1), (2) y (3) se obtienen respectivamente,
y=2x,2y=x+zyy=2z

Luego, al resolver estas ecuaciones se obtiene el tinico punto critico P, (0; 0; 0)

Para el punto P,(0; 0; 0) la matriz hessiana de f es

1 1
i
H(f(0;0;0)) = i "33 @
1 1
@ Tm:
1 3
y como H, (£(0;0;0)) = -3 <0, Hz(f(O 0;0)) = 7096 > >0y
4 . .
Hj (f(O; 0; 0)) Sy < 0, entonces P, corresponde a un maximo relativo.

1
Por tanto, el valor maximo relativo de f es £(0;0;0) = o -
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Ejemplo 12.- Una caja rectangular cerrada con un volumen de 16 m® se
construye con dos clases de material. La parte superior e inferior se hace con un
material que cuesta 10 dolédres el metro cuadrado; los lados, con un material que
cuesta 5 dolares el metro cuadrado. Calcule las dimensiones de la caja para que el
costo sea minimo.

Solucién

Sean x,y y z las dimensiones de la caja
rectangular (Fig. 4.7).

Como hay dos lados de area xy, dos lados de
area yz y dos lados de area xz; el costo C del
material para construir la caja es

C =102xy) + 5Q2yz) + 5(2x2)
= 20xy + 10yz + 10xz
Dado que el volumen de la caja debe ser de
16 m3, se tiene

Fig. 4.7
V=xyz=16 =z = —
Xy
Luego, al reemplazar la expresion de z en la del costo se obtiene
160 160

C(x;y)=20xy+~x—+—;—~,x>0,y>0

Las derivadas parciales de primer orden de la funcion costo son

160 160
Co(x;y) = 20y — 7 y C(x;y) =20x — ;2—
Al igualar a cero estas derivadas parciales, se obtiene
{xzy =8
xy? =8

Al resolver estas ecuaciones, se obtiene el punto critico Py (2; 2)
La matriz hessiana del costo € en un punto genérico (x;y) es

320

H(C(X}J’)) = 320
Para el punto critico P, (2; 2), resulta

40 20]
20 40

y como HI(C(Z; 2)) =40>0 vy HZ(C(Z;Z)) = 1200 > 0, entonces P;
corresponde a un minimo de C.

H(c@2) =
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Por tanto, las dimensiones de la caja de costo minimo son: base x = 2m,
y = 2myaltura z = 4 m. El costo minimo es C(2; 2) = $ 240

Ejemplo 13.- Un fabricante que posee derechos exclusivos sobre una nueva y
completa maquinaria industrial planea vender una cantidad limitada de las
maquinas tanto a empresas nacionales como extranjeras. El precio que el
fabricante espera fijar a las maquinas dependerd del nimero de maquinas
disponibles. (Por ejemplo, si sélo unas cuantas maquinas se ponen en el mercado,
las ofertas de los compradores potenciales que compiten entre si tenderan a subir
el precio). Se calcula que si el fabricante suministra x maquinas al mercado nacio-

- o . . x Y
nal e y maquinas al mercado extranjero, éstas se venderana 60 — 10 + >0 miles

X
de dolares cada unaen el mercado localya 70 — % + 50 miles de délares en el

exterior. Si el fabricante puede producir las maquinas a un costo de US§ 20000
cada una, ;cuéntas maquinas deberia enviar a cada mercado para generar la mayor
utilidad posible?

Solucién

La funcion de utilidad (a maximizar) es dada por

Ux;y) =1(x;y) ~C(x;y)

(60—-T6+ 2y0) +y(7o—§+%) — 20x — 20y
—'40x+50y—§—i—y2+£}—}, x>0, y>0
10 5 10
Las derivadas parciales de primer orden de la funcion utilidad son
U 9) = 4O—§+Ty6:—1}6[40()—2x+y]
Uy (x; y)——50~—21+ [500m4y+x]
510 10

Al igualar a cero estas derivadas parciales y resolver las ecuaciones
correspondientes, se obtiene el inico punto critico P, (300; 200).
La matriz hessiana de la funcion utilidad en un punto genérico (x; y) es

11 11
HUw)=| > 19| =HUE200) =] 2 19
10 5 0 5

1 '7
Como Hy (U(300;200)) = =z <0y H,(U(300:200)) = = > 0 . entonces
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P;(300; 200) corresponde a un maximo relativo.
Por tanto, debe enviar 300 maquinas al mercado nacional y 200 maquinas al
mercado extranjero para generar la maxima utilidad.

Ejemplo 14.- La empresa Sajita S.A. produce un solo producto en dos plantas
ubicadas en Arequipa y Trujillo. Los costos mensuales totales de produccién en
cada planta son

Ca(x) = 50x% 4+ 1000 y Cr(y) = 8y* — 400y + 2000
donde x e y son las cantidades producidas en cada planta. El precio del mercado
para el producto es de 2000 soles la unidad. ;Cuéntas unidades deberia producir
mensualmente la empresa en cada planta para generar la mayor utilidad posible?.
Solucion
La funcion utilidad (a maximizar) viene dada por

Ulx;y) = 1{x;y) = C(x; )
= 2000x + 2000y — [50x? + 1000 + 8y* — 400y + 2000]
= 2000x + 2400y — 50x2 —8y* — 3000, x>0, y>0

Las derivadas parciales de la funcion utilidad son

Uy(x;y) = 2000 — 100x y Uy, (x;y) = 2400 — 24y?

Al igualar a cero estas derivadas parciales y resolver, se obtiene el unico punto
critico P, (20; 10).

La matriz hessiana de la funcion U en el punto genérico (x;y) es

H(U(x;y)) = [ %OD ~408y] = H(U0:10) = | 1000 ~£80]
Como H,(U(20;10)) = =100 < 0 y H,(U{20;10)) = 48000 > 0, entonces
P, corresponde a un maximo local.

Por consiguiente, la empresa debe producir 20 unidades en su planta de Arequipa
y 10 unidades en su planta de Trujillo para maximizar su utilidad mensual.

Ejemplo 15.- Supdngase que x ¢ y representan las cantidades (en kilos) de los
complementos diferentes mezclados en un alimento balanceado para pollos. L.os
pesos resultantes (en kilos) para vender los gallos y las gallinas se estiman por
p=6x—3y y g =3y —9 respectivamente.

La utilidad (en miles de nuevos soles) obtenido de un lote de pollos se modela por
la funcion U(p;q) = 10 — 2(p — 15)? — (g — 12)* (se supone que el numero
de gallos y gallinas en cada lote no varia). .

Determine las cantidades x e v de cada complemento alimentario que maximiza la
utilidad.
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Solucién
Al aplicar la regla de la cadena, las derivadas parciales de la funcion utilidad con
respecto a x e y son

oU 90U dp 0U dq

Z 2R A, —3y)—15
dx _dp ox  dq ox. 4[(6x = 3y) —15]

U U dp dU dq
= ——.— = 12[(6x — 3y) — 15] — 6[(3y — 9) — 12
5y = 3p 3y 303, = 1216x =3~ 15] = 6[(3y ~ 9) = 12)

Al igualar a cero estas derivadas parciales y resolver, se obtiene el nico punto
critico Py (6;7), estoes, x =6yy =7.
L.a matriz hessiana de la funcién utilidad en un punto genérico (x;y) es

o\ [—144 72 Loy [~144 72
Hue) =[5 )= nuen) =700 )]

Como H; (U(6;7)) = =144 < 0 y H,(U(6;7)) = 2592 > 0, entonces P; (6;7)

corresponde a un maximo relativo.

Por consiguiente, las cantidades de x = 6 kilos e y = 7 kilos maximizan la
utilidad.

Ejemplo 16.- Una caja rectangular descansa sobre el plano XY con un vértice en
el origen coordenado. Halle el volumen maximo de la caja si el vértice opuesto
estd situado en el plano Q: 2x + 2y + z = 12.

Solucién

Sean a, b y ¢ las longitudes de las aristas de la caja, tal que P(a; b; c) es el vértice
(opuesto al origen) de la caja situado en el plano Q (Fig. 4.8).

Como P(a; b; c) esta sobre el plano @Q, entonces

sus coordenadas satisfacen la ecuacién del plano, A
€s10 €S Plano Q

Q:2a+2b+c=12 Plaibic)

= c=12-2a-2b
<
Luego, el volumen de la caja en funcién de a y b ab 6 >y
es
X
V = abc = ab(12 — 2a — 2b) ' Fig 40

= 12ab — 2a*b — 2ab?
Las derivadas parciales de primer orden de la funcién volumen son

V,(a;b) = 12b — 4ab — 2b% = b(12 — 4a — 2b)
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Vy(a; b) = 12a — 2a* — 4ab = a(12 — 2a — 4b)

Al resolver estas ecuaciones, se obtiene el tinico punto critico de interés P, (2; 2).
Para verificar si el punto critico corresponde a un maximo relativo, determinamos
la matriz hessiana de la funcion volumen, esto es,

—4b 12 — 4a — 4b

AV () = [12 —4a—4b —4qa

|=Ho@2) ="

Como H;(V(2;2))=-8<0 y Hy(V(2;2)) =48>0, entonces P,(2;2)
corresponde a un maximo relativo.
Por tanto, el volumen maximo de la caja es

V=(2)(2)4) =164’

VALORES MAXIMOS Y MINIMOS ABSOLUTOS DE UNA FUNCION
DE VARIAS VARIABLES

Recordemos que el teorema de existencia de extremos absolutos para una funcion
de una variable real establece que si la funciéon f es continua en el intervalo
cerrado [a; b]. entonces existen puntos en [a;b] en donde f tiene un valor
maximo absoluto y un valor minimo absoluto.

En forma similar, en el siguiente teorema consideramos la existencia de extremos
absolutos para una funcién de varias variables, en un conjunto cerrado y acotado
D c Dy

Teorema 4.- (Existencia de extremos absolutos)

Si f:D c R"™ - R es una funcion continua en el conjunto cerrado y acotado

D, entonces

1) Existe al menos un punto Py € D, tal que f tiene un valor minimo absoluto
en Py.

i) Existe al menos un punto @, € D, tal que f tiene un valor maximo
absoluto en Q.

Observacion 6.- Un procedimiento general para determinar los valores extremos

absolutos de una funcion continua f en un conjunto cerrado y acotado D < Dy es:

I.- Comprobar que la funcion sea continua en el conjunto cerrado D.

2.- Determinar los puntos criticos que pertenecen al conjunto D y calcular los
valores de la funcién en esos puntos.

3.- Hallar los valores de la funcion en los puntos frontera del conjunto D.
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4.- El mayor valor de los valores encontrados en los pasos (1) v (2) cs ¢l valor

maximo absoluto de f; el menor valor de
absoluto de f.

Ejemplo 17.- Hallc los extremos absolutos de
la funcion

fle;y) = 4x"y — x3y — x*y? en el conjunto
limitado por las rectas x =0 , y =0,
x+y—6=0

Solucion

El conjunto D es la region del plano XY que
consta de las fronteras del triangulo Cy, C, vy
Cy y su inferior (Fig. 4.9).

i) En el interior v en las fronteras €, v (.

estos valores ¢s ¢f valor minimo

los puntos criticos son soluciones del sistema de ecuaciones.

felx;y) = 8xy = 3x%y = 2xy* = xy(8 = 3x = 2y) = 0

Loy =4xt =X - 2xty =x*(4~x—2y) =0
y

Estos puntos son: P;(0;0), P,(0;2), P;(0;4), P,(4:0) v P5(2; 1)

ii) En la frontera €, de ecuacion y = 6 — x , se tiene

h(x) = f(x;6 —x) = 2x3 — 12x°

Esto determina una funcién de una variable cuyo dominio es el intervalo
[0; 6]. La primera derivada de esta funcion es

R (x) = 6x* — 24x = 6x(x — 4).
Al igualar a cero esta derivada resulta x = 0 6 x = 4. Asi. los puntos criticos
de f en la frontera €, son:

Ps(0;6) y P7(4;2)
Luego, los puntos criticos en los cuales hay que analizar los exiremos
absolutos incluyendo el vértice (6; 0) del triangulo son:

Pl(oi 0), P,(0;2), P;3(0; 4), P4(4; 0),Ps(2;1), Ps(0; 6),P;(4:2) y P3(6;0)

ii1) Para determinar los extremos absolutos de la funcion f, evaluamos la funcion

en cada punto para asi hallar el punto en el cual f alcanza su mayor y menor
valor. Los valores de la funcion son:

f(P)=0,f(P)=0, f(P3) =0, f(P) =0, f(Ps)=14, f(P) =0,
fP)=—64y f(Pg) =0
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Por tanto, el valor maximo absoluto de f es 4 y ocurre en el punto P5(2; 1), y
el valor minimo absoluto de f es —64 y ocurre en el punto-P,(4; 2)

Ejemplo 18.- Una placa circular plana tiene la forma de la region
D ={(x;y) € R* /x*+ y* <9} . La placa. incluyendo la frontera x* + y? = 9
se calienta de manera que la temperatura en cualquier punto (x; y) es

T(y) =x*+y?—4x—4y+8

Determine los puntos mas calientes y mas frios de la placa, asi como la
temperatura en cada una de ellas.

Solucién
El dominio de la temperatura es ia region del
plano XY que esta formada por ia frontera de la
circunferencia C y su interior (Fig. 4.10)
1) En el interior de la circunferencia, los puntos
criticos son soluciones del sistema
T.(x;y) =2x—4=0
Ty(x;y) =2y —4=0

Esto es. Py(2; 2) Fig. 4.10
i) En la frontera de la circunferencia C: x? + y? = 9, que en forma paramélrica
x =3cost
y =3sent’

gty =T(3cost;3sent) =17 —12cost —12sent, 0<t<2m

La primera derivada de esta funcion ¢s

g'(t) =12sent —12cost
Al igualar a cero esta derivada y resolverla. los puntos criticos de g
comprendidos en el intervalo (0; 2m) son

se escribe como: C:{ t € [0;2m] , los valores de la funcion T es

T 5t
Al incluir a estos puntos los extremos del intervalo [0; 27], se tiene
i St
t1:0, lz—_—z,lg:'&— v t4:2ﬂ'

Asi, los puntos sobre la circunferencia C que cofresponden a estos puntos son

respectivamente

2 V2 32
P,(3:0), Py (ﬁﬂ:)& <~ \/—;-%ﬁ) v P5(3;0) = P,(3:0)

22
iii) Los valores de la temperatura T en los puntos de la circunferencia € y el punto

2
L

critico interior P; son:
T(P) = 0,T(Py) =5=T(P),T(Py) =17 =122 y T(P,) = 17+ 12v2
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W2 32

Por consiguiente, el punto mas caliente de la placa es P (— T T) y

el mas frio el punto P;(2; 2).

EJERCICIOS
1.- En los siguientes ejercicios, determine los extremos relativos de la funcién f.
) feny) =223 +y3 +3x2 -3y —12x — 4
R. Méx, relativo en (—2; 1), min. relativo en (1; 1). Punto silla en (—2;1)
y(1;-1)
b) flx;y) = —2x*+3xy —3y* +5x — 5y + 4
k R. Max. relativoen (1; -1/3)
o) flx;y) =x>—y®—6xy—4
R. Max. relativo en (—2; 2) y punto de silla en (0,0)‘
d) fOey) = x3 +3x% + 6xy + y?
R. Min. relativo en (4;-12) y punto de silla en (0;0)
e) f(x;y;2) =1 —8z+ 6xy — 2x3 — 2y° + 2z*
R. No tiene extremos relativos. Punto de silla (0:0;1) y (1;1;1)
0 fly,z2)=x*+vy>+yz+22-3x—-52z+3
g) fy;z) =4x+xy —yz—x?>—y? —z* R.Max.en(3;2;-1)
Ch) f(y;z) =2x* +y2 +z2 —xz+xy R. Min.en (0;0;0)

2.- Calcule y clasifique los puntos criticos de las siguientes funciones

a) f(x;y) =sen(x +y)+senx+seny

1 4 8 )
b) flx;y) = ;C—;~ ;-2—}— - x—yz R. (12; 24) punto de silla.

o) f(x;y) = x — 2y + In(yx? + y2) + 3arctan (%)x >0

A

s
d) f(x;v) = cosx + cosy + cos(x + ), -2—<x<7r, <y<m
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2m 2m
R.Min.en (‘_T)
33
e) flx;y) = SyZeX"‘_y2 R. Min. en (0; —1), punto de silla en (0; 1)
, y(x® = 3x) 4 Y i vreed
t . e I s} = —p VYITYEX
Ve = 0y =5

Lo, ,
h) f(x;vy) = 8ye* — g(y" +e%) R.Max.en(2In2;2)

Analice para qué valores de a € R la funcién
fOoy)=alx =D -2) - (x-1)* - (y - 2)°

tiene en (1;2) un maximo, un minimo o un punto de silla.
R. Tiene un minimo para a € (—2;2). Punto de silla para
a € (—cw; —2) U (2; +w)

Sea f: R? — R una funcion de dos variables. tal que
ViGy) = ((x = 1DRx+y-2) @ - 1DRx -y —6))
Halle los puntos criticos de f vy clasifiquelos.

- Sea f:R* — R una funcién de dos variables, tal que su matriz hessiana en el

punto Py(m;n) es

1 5 -2
0 -2 1
;Para qué valores de m, f(P,) es un valor minimo relativo” R.m =2

H(f(m;n)) =

m+3 m-—1 O]

Sea f: R?* -» R una funcién de dos variables, tal que su matriz hessiana en un
punto genérico (x;y) es

H(rw) =" 7% %]

Si (a;a) es un punto critico de f, ;para qué valores de a el punto
(a;a; f(a;a)) es un punto de silla?  R.a > 1

Sea f:R* - R una funcioén con derivadas parciales de primer y segundo
orden continuas en R? tal que A(2; —1) es un punto critico de f.

En cada caso, indique si el punto critico corresponde a un extremo relativo o a
un punto de silla.

a) f:\’x(Z; “‘1) = =3, f.‘ry(Z; —'1) =2 Y /[yy(zi —*1) = -8
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b) fix(2;=1) = 25, fxy(zi—l) =10y fyy(Z;_l) =8

c) fxx(zi -1) = -4, fxy(Z;“‘l) =6y fyy(Z; —"1) =9

8.- En los siguientes ejercicios, halle los extremos absolutos de la funcién en la
regién D indicada

a) f(x;y) = 8x? — 4xy + 5y° — 4x — 8y, D es la region triangular limitada
porlasrectasx =0,y =0, x +y =3
R. Max. absoluto en (3; 0) y Min. absoluto en (1/2;1)

b) f(x;y) = x* + xy + y? — 6x, D es la placa rectangular
0<x<5-3<y<3

¢) f(x;y) =x%+y*—2x, D es la region limitada por el tridngulo cuyos
vértices son los puntos (0; 0), (2;0) y (0; 2).
R. Max. absoluto en (0; 2) y Min. absoluto en (1; 0).

d) f(x;y) = 4x® — 2x%y + y2, D es laregion limitada por la pardbola y = x?
ylarectay = 9.

9.- Una placa circular plana tiene la forma de la region
D={(x;y) ER*/x* +y? <1}
La placa, incluido la frontera x* + y* =1 se calienta de manera que la
temperatura en cualquier punto (x;y) es T(x;y) = x? + 2y? — x.
Determine los puntos mas calientes y mas frios de la placa. asi como la
temperatura en cada uno de ellos.

10.- Halle la minima distancia del origen al cono z? = (x — 1) + (y — 1)?

V10
2
11.- Halle tres nameros reales positivos, tal que su suma es 24 y su producto es un
maximo. R. Los numeros son 8,8,8

12.- Cual es el volumen maximo del paralelepipedo rectangular que se puede
2 2 2
z

inscribi I elipsoide ~ +—=1 R. 643
mscripiren el e lpSOl eA'E)~+'i-'6— 36 = .

13.- Suponga que se desea construir una caja rectangular que contenga 32 ¢cm® de
oro en polvo. Se utilizan tres materiales diferentes en la construccion. El
material para los lados cuesta un dolar el centimetro cuadrado, el material para
la parte inferior cuesta 3 dolares el centimetro cuadrado y el material para la
parte superior cuesta 5 doldres el centimetro cuadrado. ;(Cudles son las
dimensiones de la caja menos costosa?
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R. Base de la caja es un cuadrado de 2 X 2 y al tura 8 cm.

14.- Un agricultor que produce zapallo y maiz determina que la ganancia g (en
miles de nuevos soles) que obtiene al vender y kilogramos de zapallo y x
kilogramos de maiz esta dada por

glx;y) =107%y + 3(107*)x — 1078(2y? + 3x?)
a) Halle el nivel de produccion que le da fa maxima ganancia.
R. 2500 kg de zapallo y 5000 kg de maiz.
b) Halle la maxima ganancia R. S/. 875

15.- Una tienda de calzado de la provincia de Cafete vende dos marcas de
zapatillas de varones: una marca local que obtiene a un costo de S/. 30 ¢l par v
una marca nacional que obtiene a un costo de S/. 40 el par. El duefo calcula
que si la marca local se vende a “x” nuevos soles el par y la marca nacionai a
“y” nuevos soles el par, entonces se venderan cada mes aproximadamente
70 — 5x + 4y pares de zapatillas de la marca local y 80 + 6x — 7y pares de
zapatillas de la marca nacional. Halle el precio de venta que deberia fijar el
duefio a cada par de zapatillas de ambas marcas para maximizar la utilidad.

R. Marca local a S/. 53 el par y marca nacional a S/. 55 ¢l par.

16.- En un supermercado se venden dos productos que compiten entre si a precios
de x e y nuevos soles respectivamente. Si el ingreso debido a la venta de estos
productos viene dado por

I(x;y) = =7x* — 4y* 4+ 2xy + 10x + 14y
Calcule los precios para que el ingreso sea maximo.
R. Precios /. 1y S/. 2 respectivamente.

17.- Una lecheria produce dos tipos de queso a un costo medio constante de 50 y
60 soles por kilo respectivamente. Si el precio de venta del primer tipo ¢s x
soles por kilo v el segundo y soles por kilo, el numero de kilos que pueden
venderse cada semana viene dada por N; = 250(y —x) vy
N, = 32000 + 250(x — 2y). Demuestre que, para el maximo provecho. los
precios de venta deben fijarse en 89 y 94 soles por kg respectivamente.

18.- En una tienda de alimentos se venden dos tipos de emparedados. El costo de
hacerlos es de 70 céntimos v 90 céntimos respectivamente. El propietario
estima que se venden en x céntimos el primer tipo y en y céntimos el segundo
tipo, entonces el numero de emparcdados que se vendera de cada tipo scra
240(y —x) v 240(150 4+ x — 2y), respectivamente. /En  cuanto debe
venderse cada emparedado para obtener la utilidad maxima?

R. 110y 120 céntimos.
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19.- Una empresa tiene tres fabricas, en cada una se elabora el mismo producto. Si
la fabrica A produce x unidades, la fabrica B y unidades y la fabrica C
produce z unidades, y sus respectivos costos de produccion son: 3x? + 200,
y? + 400, 2z% 4+ 300; y si hay un pedido de 1100 unidades, ;como debe
distribuirse la produccion entre las tres fabricas a fin de minimizar el costo de
produccién total?. R. A=200,8 =600y C = 300.

20.- La fabrica Pallancos S.A. planea vender un nuevo producto a S/. 15 la unidad
y estima que si invierte x miles de nuevos soles en desarrollo ¢ y miles de

nuevos soles en publicidad, los consumidores compran aproximadamente
540y 160x

——— + —
y2+9 x?2+4
Si el costo de fabricacion de este producto es S/. 5 por unidad, ;cuéanto deberia
invertir la fabrica en desarrollo y en publicidad para generar la mayor

utilidad?.

unidades del producto al mes.

R. S§/. 2500 en desarrollo y 3000 en publicidad, mensualmente.

4.2 EXTREMOS CONDICIONADOS

El matematico frances J.L. Lagrange ided un procedimiento para el problema de
determinar maximos y minimos de funciones de varias variables sujetas a
condiciones de enlace o restricciones. Este método se conoce como Método de
Multiplicadores de Lagrange.

Por ejemplo, para hallar la distancia minima de un punto de la superficie
g(x;y;z) = 0 al origen, debemos minimizar la funcion

d* = f(x;y;2) = x* +y% + 2*
sujeta a la condicién g(x;y;z) = 0. Una condicion como ésta es llamada

condicién de enlace. En general, se tiene la siguiente definicion:

Definicion 7.- Sea f: D < R™ - R una funcién de n variables con dominio el
conjunto D ¢ R™

i) Se dice que las coordenadas del punto P(xy;x,; ...;)&n)‘e D satisfacen las
condiciones de enlace, si existen funciones ¢4, @,,...,¢n: D € R® - R tal
que

©1(x; %05 3 x,) =0
Q2 (X x5 i) =0

Om(x1;%5; %) = 0
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i) Se dice que f presenta un valor maximo condicionado en el punto P, € D si
f(Po) = f(P)

para todo P y P, que satisfacen 'las condiciones de enlace (*).

i} Se dice que f presenta valor minimo condicionado en el punto Q, € D si

f(Qo) = f(Q)

para todo Q y Q, que satisfacen las condiciones de enlace (*).

METODO DE MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Sea f:D < R™ — R una funcién diferenciable en el conjunto D < R™ 1al que las
coordenadas del punto P(x,, ..., x,) € D satisfacen las condiciones de enlace (*).
Para hallar los valores extremos condiciones de f sujeta a las condiciones de
enlace (*), se procede de la siguiente manera:

Paso 1.- Construir la funcion L de Lagrange dada por
L=L0xy; ;X0 Ay s An)
= f(xy X)) F A G x) o A @ (X X))
donde 44, 4,, ..., A,,, son los multiplicadores de Lagrange.

Paso 2.- Hallar los puntos criticos de la funcion L, al resolver el siguiente sistema
de ecuaciones

r@L_~

ax,
oL

dx,

P

=0

JaL

dx,
oL

5‘/«: =@ (X ..5%,) =0

aL
5—/{; = (»om(xl; -";xn) =0

Para resolver el sistema, eliminamos Ay, ..., 4;, de las n primeras ecuaciones y los
resultados lo sustituimos en las m ultimas ecuaciones tratando de no perder
soluciones con las simplificaciones.
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Paso 3.- De acuerdo a la naturaleza del problema, se decide si el punto critico
corresponde a un valor maximo o minimo condicionado de f. Es decir,
se calcula el valor de la funcion f en los puntos criticos; el mayor valor
es el maximo condicionado de [ y el menor valor es el minimo
condicionado de f.

Ejemplo 19.- Halle los extremos condicionados de f(x;y) = x? + y? sujeto a la
condicion de enlace x + y = 2.

Solucién

Sea la funcion de Lagrange

LGy, D) =x?+y 4+ Ax+y—2)

Para hallar los puntos criticos de esta funcion, se tiene ¢l sistema de ecuaciones

aL R
E{“:ZX”FA:O
o oy ia=
a)’—_y+/1~0
JL

a=x+y~ =0

Restando las dos primeras ecuaciones. se¢ obtiene y = x, y sustituyendo en la
tercera ecuacion, vesultax =y = 1.

Asi, el tinico punto critico es Py(1; 1)

Ahora, para determinar su naturaleza elegimos el punto Qy(2;0) que satisface la
condicion de enlace x + y — 2 = 0. Luego, se tiene

f(LL=1+1=2v f(2,0)=4+0=4

Por tanto, la funcion f presenta un minimo condicionado en el punto P(1;1)

Ejemplo 20.- Halle los extremos condicionados de la funcion f(x;y;z) = xyz.

|
o

(<p1(xly22)=)c+y*273_

sujeta a las condiciones de enlace lg,(xiyi2) =x —y — 72— 8
2\ Yo &) T - - - -

|
<

Solucion

La funcion de Lagrange es

Lix;vizodhuw) =xyz+ AMx+y—-z-3)+ux—-—y—z—-8)

Para hallar los puntos criticos de la funcion L, se tiene el sistema de ccuaciones
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Lx;yvizzbw) =yz+A+u=0 ..(1)

Lyxsyizziu)y =xz+A-u=0 ..(2)

L,y;zzuw) =xy—A—-—u=0 ..(3)
Lilx;y;zz;u)=x+y—2z—-3=0 ..(4)
Ly, zzu)=x—y—z—-8=0 ..(5

Al eliminar A v u en las ecuaciones (1) v (3), sc obticne
yix+z)=0e=y=0Vx+z=0

Paray = 0 no existe solucion. Luego, suponiendo que y = O resultax = -z (0)
Al reemplazar (6) en (4) v (3), se tiene
. 11 5 11
{)f*ZZf?):O{:)Z:___’ =2 x=—
—y—2z-8=0 4 2 4
Asi el tni | P (‘11 5 11)
Asl. el unico punto critico ¢s — e —
P g T2
Para determinar la naturaleza dcl extremo condicionado, se elige ¢l punto

s o5 7 - L . :
Qo '\T -5, 7 que satisfaga las condiciones de enlace (x). Luego, se tiene
* L /

=1 (559 D) -5
o= (733 )5 -5

Por tanto, la funcion f presenta un méximo condicionado en el punto
P (11 5 11)
‘N4 20 4

Ejemplo 21.- El cono z° = x* 4+ y* es cortado por el plano z = 1 + x + y en una
curva C. Halle los puntos de € que estan mas proximos v mas alejados del origen.

Solucion

Sea P(x;y; z) un punto de la curva C. Luego, la distancia del punto P al origen de
coordenadas es d(0; P) = yx2 + y* + z°

Optimizar la funcion distancia es equivalente a optimizar la funcion distancia al
cuadrado.

Asi, la funcion a optimizar ¢s f(x;y;z) = d*(0;P) = x* 4+ y* + 2z

@y z) =xt 4yt -z =0
p.(xy;z)=x+y—z+1=0

Entonces la funcion de Lagrange es

sujeta a las condiciones de enlace {

Lix;y;z) =x2 + 32+ 28 + A +y? =z +ulx+y—z+ 1)
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Al igualar a cero las derivadas parciales de primer orden de L, se tiene el sistema
de ecuaciones

L.(x;y;z; ,uw) =2x +2Ax+u =0 ..(1)
Ly(xy;zidsw) =2y + 20y +u =0 ..(2)
L,(x;yv;z;Ahu)=2z2-2Az—u=0 ..(3)
Lil;yv;zzhw)y=x*+y2—-2z"=0 ..(4)
Lyizzhw)=x+y—z+1=0 ..(5

Al restar la ecuacion (2) de (1). se obtiene
A+Dx—-y)=0=2i=-1vx=y ..(6)
Al sumar la ecuaciones (2) y (3), resulta
y+z+Ay—2)=0 .. (7)
Al reemplazar A = —1 (de la ecuacién (6)) en la ecuacion (73, se obtiene
y+z—(y—-2)=0=2z=0
Al sustituir z = 0 en la ecuacion (4). se obtiene ¥ = x = 0. Sin embargo. las
coordenadas del punto (0;0;0) no satisfacen la ecuacion (5). De este modo
A = —1. lo cual implica que x = y (ecuacion (6)).
Ahora, al reemplazar y = x en las ecuaciones (4) y (5), se obtiene
V2 V2

2x2=(2x+1)2¢:‘>x:—1+~2—~ VX=—1——2~

Asi, los puntos criticos de f son ,
V2 V2 - V2 V2 -
—_ e & e e s o e+ — [ — 2
P1< 1+2, 14 > 1+\/2)sz< 1 5 1 5 1 \/_)
Luego, )

fP)=6-42 y f(P) =6+4V2

Por tanto, el punto P; estd mas préximo al origen y el punto P, esta mas alejado
del origen.

Ejemplo 22.- Un disco circular tiene la forma de una regién acotada por el circulo
x? +y? = 1.SiT es la temperatura (en grados Celsius) en cualquier punto (x;y)
del disco v T(x;y) = 2x% + y? — y. encuentre los puntos mas calientes y mas
frios del disco. :

Solucion

La funcién a optimizar es T(x;y) = 2x* + y* —y, sujeta a la condicién de
enlace p(x;y) = x> +y? - 1=0.

Luego, la funcion de Lagrange es

Loy, D) =2x2+y2 —y + A(x* +y* = 1)

208



/\PLICACIONES DE DERIVADAS PARCIALLS

Al igualar a cero las derivadas de primer orden de esta funcion, se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones

Ly(x;y;A) =4x 4+ 2Ax = x(4 +21) =0 (1)
Ly(x;y; ) =2y —1+21y=0 - (2)
Ly(x;yv; ) =x*+y?—1=0 .. (3)

De la ecuacion (1), se tiene
A=-2vx=0
Al reemplazar A = —2 en la ecuacion (2), se obtiene y = —1/2 y al sustituir este

valor en la ecuacion (3), resulta x = i—z—
En forma similar. al reemplazar x = 0 en la ecuacion (3), se obtiene y = +1.
Asi. los puntos criticos de la funcion T(x; y) son
NEE V3 o1
Pl—i—= .l ——;—=].P5(0;1) y P(0;—-1
1 ( Z 2 2 2 2 K ( ) 4( . )
v los valores de la funcion temperatura en estos puntos son

9 9
T(P) = 7. T(P) = Z'T(P3) =0y T(R) =2

Por consiguiente, los puntos mas calientes de la placa circular son

b (\/3 1) ) V31 | s frio P (0; 1)
——=] vy Pl ——;—=), velpunt o P5(0; 1).
\7omg) Y-y fveln o mas frio Ps(

Ejemplo 23.- Sea Py (xq; ¥o; Z0) (X9 > 0,5 > 0,2, > 0) un punto sobre la

o xE oyt g2
superficie —+—+-—=1

4 8 16
a) Calcule el volumen del sélido limitado por

los planos cartesianos y el plano tangente
al elipsoide en el punto P,.

b) Halle P, que estd sobre el elipsoide de
modo tal que el volumen del solido sea
minimo.

3\ 4

Solucion
a) Puesto que P, es un punto sobre el
elipsoide, entonces sus  coordenadas

satisfacen la ecuacion Fig. 4.11

G(xo; Yo 20) = 4x§ +2y§ +25 —16 =0
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Luego, VG (xg; Yo: Zo) = (8%o; 4Yo; 225) = 2(4%0; 2Y0; 2o) = N es normal al
plano tangente al elipsoide en el punto Py(xy;Yo;2Zo). Por consiguiente. el
plano tangente al elipsoide en P, es

Pri4xo(x — xo) + 2yo(y — ¥o) + 20(z — 29) = 0
& Pridxgx + 2y, + 25z — 16 =0

Los puntos de interseccién del plano tangente con los ejes coordenados son

4 8 16
A(—-—;O;O),B(O;-—;O)yC(O;O;-)
Xq Yo Zy

El volumen del solido (tetraedro) limitado por los planos cartesianos y el plano
tangente al elipsoide en Py es

1
V= 3 (4rea de la base)(altura)

_1(4 8) (16)_ 256
6 \x ¥/ \zg 3x0YoZgy

b) La funcién a minimizar es

256
3X0Y0Zo
sujeta a la condicidn de enlace
G(Xg; Voi 20) = 4x2 + 2y + 22 —16 =0
Asi, la funcion de Lagrange es

V = f(x0: Y0 20) =

2
L(x0; Yoi 2o A) = Txovazy +2(4x§ + 2§ + 25 — 16)
Los puntos criticos se obtienen en el siguiente sistema de ecuaciones:
32
L X0, ;Z;)L = - +8lxg =0 == —r— (1
xo( 0 Yoi Z0; A) 3x§y020 0 3% Yo7, (1)
L, ( by, B8y m0ema= 2
X0, Y = — = — = £y
0 i, Tz
L, ( A) _26 b 24 0= A _128 (3)
Xo; Voi Zg; A) = — s+2lzp=0= 1= -k
%010 Yoi %o 3x0Y02 ’ 3%0Y07; )
Ly(x0: Vo: 23 A) = 4x5 + 2y5 + 25 —16 =0 . (4)

Al igualar (1) y (2), se obtiene y& = 2x§ ....(5), y al igualar (1) ¥ (3), se
obtiene z§ = 4x§ ... (6)
Al sustituir (5) y (6) en (4), resulta

4xf +AxE +4xF — 16 =0 = 12xf = 16 = x, =
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\/' 4
y al reemplazar este valor en (5) y (6), se obtiene y, = — = —
| "TBN T
Asi, el to critico de fes P ( 2 V8 4 )
si, el tmico punto critico de f es J—=;
0 V33

Para determinar la naturaleza del exwemo condicionado, se elige el punto
Qo (1; 2; 2) que satisface la condicion de enlace (4). Luego, se tiene

s (8 8o
64

V=r(01,2;2)= e = 21,33

. 2 V8 4
Por tanto. el volumen del tetracdro es minimo para el punto P, (——— e
: V3 V3'V3

Ejemplo 24.- Una organizacion internacional debe decidir como gastar los $ 4000
que se le han asignado para aliviar la extrema pobreza en el departamento de
Avyacucho. Esperan dividir el dinero entre comprar trigo a $ 5 el saco v kiwicha a
$ 10 el saco. Para el numero P de personas que se alimentardn s¢ compraran x
sacos de trigo ¢ y sacos de kiwicha. Luego. P estd dado por '

xty*

Plx;y) =x+2 +q(108)

;Cual es el numero maximo de personas que pueden alimentarse, v como la
organizacién debe asignar su dinero?
Solucion
La funcion a maximizar es P(x; y) sujeta a la condicion de enlace
5x + 10y = 4000
Asi, la funcién de Lagrange ¢s

9
-l

2(109%)
Al igualar a cero las derivadas parciales de primer orden de la funcion L, se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Lx;y; A) = x + 2y + ———+ A(5x + 10y — 4000)

, Ly
[ Lo(x;v;4) = 108+5/1--O (D
xty .
L(Xy/l)—Z'f‘-l—og—FlO/’l-O . (2)

Ly(x;y;A) = 5x 4+ 10y — 4000 =0 ...(3)

Al multiplicar la ecuacion (1) por 2 y restar la ccuacion (2), se obticne
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2xy?  x? X7y
108 108

=0=xy2y—x)=0=x=0Vy=0Vx=2y

Al reemplazar estos valores en la ecuacion (3), se obtiene los puntos criticos

P;(0;400), P,(800;0) y P3(400;200)
y los valores de la funcion P(x;y) en estos puntos son

P(P;) = P(0;400) = 800

P(P,) = P(800;0) = 800

P(P;) = P(400;200) = 832
Por tanto, el numero maximo de personas que pueden alimentarse es 832 y la

organizacién internacional debe asignar § 2000 para comprar 400 sacos de trigo y

$ 2000 para comprar 200 sacos de kiwicha. =

Ejemplo 25.- Un servicio de entrega de paquetes establece que las dimensiones
de una caja rectangular deben ser tales que, el largo mas el doble del ancho. mas
el doble de la altura sea igual a 120 cm. Determine el volumen maximo de la caja
rectangular que puede enviarse.

Solucién

Sea x la medida del largo, y la medida del ancho y z la
medida de la altura de la caja respectivamente.
La funcion a maximizar es V =xyz sujeta a la
condicion de enlace

x+2y+2z=120
Asi. la funcion de Lagrange es

Lixiy;z; A) =xyz+ Ax+ 2y +2z-120) x>0,y >0,z>
Al igualar a cero las derivadas parciales de primer orden de L, se obtlene el

siguiente sistema de ecuaciones:

Ly(x;y;z0) =yz+A=0 (D
Ly(x;y;z:0) =xz+ 24 =0 .. (2)
L(x;y;2z,) =xy+24=0 .. (3)

Lylx;y;2,4) =x+2y+2z2—-120=0 .:(4)

A" resolver estas cuatro ecuaciones, se obtiene el unico punto critico
Py (40;20; 20)
Para determinar la naturaleza del extremo condicionado, se elige el punto
2:(40;10;30) que satisface la condicion de enlace x + 2y + 2z = 120. Luego,
L€ tiene

V(P,) = V(40;20;20) = (40)(20)(20) = 16000 cm?

V(Qy) = V(40;10;30) = (40)(10)(30) = 12000 cm?
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Por tanto, las dimensiones de la caja rectangular de volumen maximo son
largo 40 cm, ancho 20 cm y altura 20 cm.

Ejemplo 26.- Un cilindro circular recto cerrado con un Q -
volumen de 8000 pies cubicos se construye con dos clases T
de material. La tapa y la base del cilindro se hacen de un h
metal que cuesta S/. 16 el pie cuadrado. La cara lateral sc
cubre con un metal que cuesta S/. 20 el pic cuadrado. l
Calcule las dimensiones del cilindro para que ¢l costo de |

construccion sea minimo. \__/

Solucion
La funcion de costo de construir un cilindro de radio r vy altura h es

C(r;h) = 162nr?) + 202nrh) = 32r? + 40mnrh

Como el volumen del cilindro debe ser: V = 7r?h = 8000. entonces la funcion
de Lagrange es

L(r;h; 2) = 32nr? + 40mrh + A(nr?h — 8000)
Asi, el sistema de ecuaciones para encontrar el punto critico es:

L.(r;h; A) = 64nr + 40mth + 2Anrh =0 .. (1)
Ly(rih; 2) = 40mr + mAr? = 0 . (2)
Ly(r;h; A) = mr2h — 8000 = 0 .. (3)

Al multiplicar la ecuacién (1) por r y (2) por 2h, y restar estos resultados, se
obtiene

64mrs —40mrh = 0 = 8mr(8r —S5h) =0 = r=0Vr=- h

[ecR IR

. 5 .
Puesto que r = 0 no satisface la ecuacion (3) se toma r = gh y se sustituye en

+

(3).
De donde resulta h = o0 ,-r = >0
V25 V25m
Luego, el u;ico punto critico es Pg (——SE—— 3 % )
V25t V25m

Por tanto, el costo minimo de construccion es

50 80 ,
c _,_____) = 9600Y257 = S/ 41111,9295
(°\/25n V257 /

D
(%)
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EJERCICIOS
1.- Utilice multiplicadores de Lagrange para hallar los valores maximo y minimo
de la funcion, sujeto a la restriccion dada.
a) f(x;y) =25—x? —y*, x*+y"—4y=
R. Valor minimo f(0;4) =9 Valor maximo f(0;0) = 25
by flxiy) =xy. x*+y*=4
Of(y) =x*+2y*+3xy+1, x—y=1
R.Valor mixi ! 5)~23
Valor maximo f (12, ) =72
d)f(xy) =3x*+y3 +x%y, x+y=10
. . 10 20
R. Valor maximo f(—30;40) = 19000 . Valor minimo f (—3——3-) = 481,48
e) flx;y) = x% 4+ 12xy + 2y%, 4x? +y” =25
Dfixy;z) =x*+y*+z°, 3x=2y+2z-4=0
Q) Oy z) =x% +xy+y° + 325 x+2y+4z2=60
i 11 1 ‘ .
h) f(x;y;z) = xyz, po + ; + o= 1 R. (3;3;3) ¢spunto critico.
Dfoy;z) =ala—x)(a—y)(a—2), x+y+z=2a(a>0)
R 2a 2a Za) N
-\ == ) es punto critico.
< 5 3 3 e punto eritico
DFGy;z)=x% 493 +22%; x4y 422 =4, (x =3)*+y' + 27 =4

2.- Encuentre los puntos de la curva de interseccion del elipsoide
x% 4+ 4y? + 42z° = 4 concl plano x — 4y — z = 0. que estan mds cercanos del
origen de coordenadas. Encuentre la distancia minima.

3.- Sea ¢ la curva de interseccion entre las dos superficies
xP=xy+yt—zt=1, x*+y- =1
Halle los puntos de la curva ¢ que estan mas cerca del origen de coordenadas
R.(0;+£1;0) v (£1,0;0)

4.- Encuentre un punto de la superficie xyz = 25 en el primer octante que hace
que @ = 3x + 5y + 9z sea minimo

R (53-5
(o)
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5.- ;Qué punto de la esfera x? + y* + z* = 4 se encuentra mas alejado del punto
A(1;-1;1)? R. 2V3(-1;1;-1)

6.- (Cudl es el maximo volumen de una caja rectangular, si la suma de las
longitudes de las aristas es a?

7.- Determine el radio y la altura del cilindro de maximo volumen que puede
inscribirse en una esfera de radio a.

V2a 2
= —, a
\/—3;' \@

. T
8.- Encuentre los puntos de la curva C: x*+y* 4+ 3xy = 2, que estan mas
cercanos y mas alejados del origen de coordenados.

V2o N2\
R. Mas cercanos A (i 7; + —2—) , mas alejados B(j:\/?; iﬁ)

9.- El costo de taladrar un tinel a través de
un cerro es proporcional al cuadrado de
la longitud del tunel. Se debe excavar
dos tineles rectos desde los puntos P, y

P, exteriores de un volcan hasta un
punto comun @ en la orilla de su lago
circular interno. Trazando coordenadas
se obtiene el lago como x% + y? = 1y los puntos P, y P, como (4;5)y (2;3)
respectivamente. Halle Q de modo que minimice el costo.

R. Q(3_4)
5'5

10.- Una caja rectangular debe tener una base de aluminio, lados de cartén y tapa
de plastico. Los costos por dm? de aluminio, cartén y tapa de plastico son de
20, 4 y 7 soles respectivamente. Si el volumen debe ser 27 dm?®, ;qué
dimensiones minimizaran el costo de la caja?.

11.- Una caja rectangular sin tapa y sin fondo debe tener un volumen de V pies?.
Determine las dimensiones de la caja para que el area superficial sea minima.
R. minimizar § = 2z(x + y) sujetoa V = xyz
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12.- La temperatura en cualquier punto (x;y) de la curva 4x? + 12y =1es T
grados y T = 4x? + 24y? — 2x ‘
Encuentre los puntos en la curva donde la temperatura es méaxima y donde es
minima. También encuentre la temperatura en esos puntos.

‘ 11 1
R. Méx.enA<—~ ) b% min.enB(E;O)

1'%

13.- La empresa Pallancos vende dos productos: Vifer y Difer. Su utilidad en

soles al vender x unidades de Vifer e y de Difer es
U(x;y) = 20x + 40y — 0,1(x? + y?)
Si la empresa puede vender un maximo de 400 unidades de los dos productos,
;,qué combinacién le producira la maxima utilidad?
R. Vender 150 unidades de Vifer y 250 unidades de Difer.

14.- Un fabricante puede producir tres productos distintos en cantidades Qy, @,

Q5 respectivamente y de aqui extraer un beneficio de
U(Q4;Q2; Q3) = 2Q; + 8Q, + 2405 ‘
Halle los valores de Q,, Q,, Q; que hacen méaximo el beneficio. si la
produccion esta sujeta a la condicion Q7 + 2Q% + 4Q% = 4500000000
R. @, = 10000, @, = 20000, @; = 30000

15.- Supéngase que una compafiia produce dos articulos similares y que ejerce el
monopolio del mercado para dicho articulo. Ademas, supdngase que las
demandas de esos dos articulos a los que se designara por x ¢ .
respectivamente, como funciones de su precio p y g, estan expresadas por
x=f(p;q) yy = g(p; q). Sise designa con C(x; y) el costo que representa a
la compaiiia de producir esas cantidades de los dos articulos, la funcién
utilidad estard expresada por P =px +qy — C(x;y). Si los costos de
produccién son de S/. 300 por unidad del primer articulo, S/. 200 por unidad
del segundo, y si las ecuaciones del precio-demanda son: x = 600 —2p + g,
y = 800 + p — 34, halle los precios que maximizan la utilidad e indique cual
es su valor maximo.

16.- Las normas postales vigentes de un pais establecen que se puede enviar por

correo un bulto rectangular de aristas x, y, z pulgadas, siendo x < y < z, sélo
si 2(x +y) + z es igual a 120 pulgadas. Si un cierto producto que pesa 10
libras por pul_3 debe ser despachado por correo, determine qué cantidad
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maxima de tal producto podrd ser transportada en 12 paquetes postales en tales
condiciones. ’

17.- Los cursos de dos rios (dentro de los limites de una region determinada)
representan aproximadamente una parabola y = x? y una recta
x —y — 2 = 0. Hay que unir estos rios por medio de un canal rectilineo que
tenga la menor longitud posible. ;Por qué puntos del plano habra que trazarlo?

11 11 5
Rn(zi3) 2 (55)

18.- Se sabe que en la produccion de cierto articulo se usa la siguiente ley:
fGey) =x% + (y —2)% en la que x e y estan dados en kilogramos y son los
insumos necesarios que estan relacionados segtin la ecuacion x? = 1 + y2.
Se pide averiguar para qué valores de x e y la produccién es méxima y para
qué valores es minima. '

19.- Un recipiente se construye con un cilindro recto de radio 5 pies y con tapas
en forma de cono en los extremos del cilindro. Si el volumen total es V pies
clbicos, halle la altura H del cilindro y la altura h de cada una de las tapas
cénicas de manera que el area de la superficie total sea la menor posible.

Vv  4mnV5
R.h= =——
h=2V5, H =3

20.- Una sonda espacial de forma del elipsoide 4x* + y? + 4z° = 16 entraen Ia
atmésfera de la tierra y su superficie comienza a calentarse. Pasada una hora,
la temperatura en el punto (x;y; z) sobre la superficie de la sonda es
T(x;y;z) = 8x? + 4yz — 16z + 600. Determinese el punto mas caliente de

la sonda. .
R P (4. 4. 4) P ( 4_ 4. 4)
“Mi\3r T3 Ty Y R\T3 T T

21.- Sea C la curva de interseccion de las superficies
Siix*+2z2=2y, S;x—y+z+3=0
Encuentre los puntos de la curva € que estan mas alejados y mas cercanos al
plano XZ. ’
R. P,(3;9;3) es el punto mas alejado y P,(—1; 1; —1) el mas cercano.

22.- Un fabricante tiene S/. 80000 para invertir en desarrollo y publicidad de un

nuevo producto. Se estima que si se invierten x miles de soles en desarrollo e
y miles de soles en publicidad, se venderan aproximadamente
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V(x;y) = 20x3/2y unidades. ;Cudnto dinero deberia asignar el fabricante a
desarrollo y cuanto a publicidad para maximizar las ventas?
R. S/. 48000 a desarrollo y S/. 32000 a publicidad
23.- Si T(x;y;z) = x + 2y + 3z representa la temperatura en cada punto del
cilindro x? + y? — 2 = 0, halle las temperaturas extremas en la curva formada
por la interseccién del plano y + z = 1y el cilindro.
R. Temperatura minima en A(-1;1:0) y max. en B(1;-1:2

24.- Una empresa planea gastar 10000 dolares en publicidad en radio y television.
Se sabe que el minuto de publicidad en la television cuesta 3000 délares,
mientras que en la radio cuesta 1000 ddlares. Si x es el namero de minutos de
publicidad que contrata en la television e y el nimero de minutos que contrata
en la radio, su ingreso por ventas es
Go;y)=—2x*—y*+xy+4x+6y+10
;Cuantos minutos debe contratar en radio y cuanto en television para

maximizar su ingreso por ventas?
R. 2 minutos en TV y 4 minutos en radio.

25.- En un experimento de aprendizaje, a un estudiante se le dan x minutos para
examinar una hoja de datos. Dicha hoja de informacion se retira entonces y al
estudiante se le permite y minutos para prepararse mentalmente para un
examen basado en la hoja de informacién.

Suponga que se encuentra que la calificacion alcanzada por el estudxame estd
dada por la expresion A(x;y) = 2x3/2y'/?
;Cudl serd la calificacion méxima del estudiante si para examinar la hoja y
prepararse mentalmente utilizé 12 minutos?

R. 54+/3 = 93,5 puntos.

26.- Un granjero planea cercar 7200 m? de terreno que tiene la forma rectangular,
uno de cuyos lados limita con un rio. Si solo debe cercar los tres lados no
adyacentes al rio, ;cual es la menor cantidad de cerco necesario para
completar el trabajo? R. 240 m.
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INTEGRALES MULTIPLES Y
APLICACIONES

5.1 INTEGRALES DOBLES
En esta seccion se introduce el concepto de integral doble de una funcién de dos
variables, analoga al procedimiento usado en la seccion 2.5 de Topicos de Cdalculo
Vol. 1L

Definicién 1.- Se dice que un conjunto D < R? ¢s ;A

acotado, cuando existe un rectangulo

R=la;b] x[c;d] € R* tal que DcR. Ll

rectangulo R se puede escribir como

R={x;y)eR*/a<x<h c<y<d}

Esta region se ilustra en la Fig. 3.1 2 o 1

a b >><

Definicién 2.- Una particion del rectangulo Fg 51

R = [a; b] X [c; d] es un conjunto de la forma
P=PxP={lx_px]x|y_ syl /1<i<n 1</<m)

Donde: Py = {xy,xy,...,x,,} es una particion del intervalo |a; b y

Py = {yy, Y1, ..., Y} cs una particion del intervalo [¢; d]

Observacion 1:

a) Toda particion P del rectangulo R divide a R
este en nm sub-rectangulos de la forma d '
Ry = lxioyix] % [yioii v (Fig.5.2) 2 amnr
i=12,...,nvj=12..,m "1

b) El arca de cada sub-rectangulo  R;; para
(=12,...,nyj=12, .. ,mesdado por ce

A(R,) = DA = Ax,Ay, >,

Se vertfica, R

n m b m
ZZA(R”) = ZZAxiij =(b—a)(d—-c)
=1 =1 =1 ;=1

¢} Sc denomina norma de la particion P al numero denotado por
-0y , ; ; )
1Pl = max {dlag (Ri/) /l1<isn 1<j<my
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Definicion 3.- (Particion de un conjunto cerrado y acotado). Se denomina

particién del conjunto cerrado y acotado D < R?, al

conjunto de los subrectangulos R;; del rectangulo R que

contiene al conjunto D tal que tiene al menos un punto
en comun con el conjunto D, esto es,

P,={R;cR/R;ND#0,1<i<n 1<j<m|

R,

R

%

—>,

Definicién 4.- Se dice que una funcién f:D < R?* - R definida en el conjunto

cerrado y acotado D es acotada, si existen numeros reales K; y K, tal que

Ki < f(x;y) <K, V(x;y) €D

FUNCIONES INTEGRABLES

Sea f:D ¢ R? > R una funcion acotada definida en la region cerrada y acotada

Dyf(x;y) =0, ¥(x;y) €D

Sea Pp una particion de D y sea P;;(x;;y;) un punto arbitrario escogido en

R;; © Pp de modo que f(P;;) esta bien definido como se ilustra en la Fig. 5.3

La Suma de Riemman de la funcién f: D ¢ R? - R asociada a la particion Pp

esta dada por

n m n m
Sgp = Z Ef(xi;yj)AijA = Z Zf(xii i) Ax; Ay,

i=1j=1 i=1j=1

d /—_RU.

J

la

Tc X R’

(x;¥,50)

Fig 53

Fig 54

Observacion 2.- Geométricamente, la suma de Riemman es la suma de los
volumenes de los paralelepipedos cuyas bases son los sub-rectiangulos R;; y cuyas

alturas corresponden a los valores f (x;; y;) (Fig. 5.4)
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Definicion 5.- Una funcion f:D < R? - R acotada en la region cerrada y
acotado D es integrable Riemman sobre D, si existe un numero real L con la
propiedad de que dado € > 0, 35 > 0 tal que

n

m
Z Zf(x[;yj)Ax,-ij - Ll <e¢

=1 j=1
para toda particion Pp con ||Pp]l < &'y toda eleccion del punto P;;(x;; ;) € Ry;
El namero L se llama integral doble de f sobre D y se indica con el simbolo

n m
L= ﬁf(x;y)d/l = ”Pl[l)x;}lozZlf(x,;y/)AxiA}’;
D

i=1j=

Observacion 3.- (Interpretacion geométrica de la integral doble)

Si f:D ¢ R? — R una funcién integrable sobre D y f(x;y) = 0,V(x;y) € D,
entonces la integral doble de f sobre D, esto es,

f flx;y)dA =V(S)
D
representa el volumen del sélide limitado superiormente por la superficie

z = f(x;y) e inferiormente por la region D (Fig. 5.4).

PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LA INTEGRAL DOBLE

1.-Si f: D € R? - R es una funcién continua en la region cerrada D, entonces f
es integrable en D.

2.-Si f:D © R* - R es una funcion integrable en la region cerrada Dy ¢ € R,
entonces cf es integrable en la region D v

jf of G y)dA = ¢ f [ reyiaa

3.- Si f,g:D c R* = R son funciones integrables en la region cerrada D,
entonces f + g es integrable sobre D, y

JJr e £ gGmaa = || ranaas [[ geinas
D D D

4.-Sif,g:D c R? - R son funciones integrables en la region cerrada D y
flay) = g(x;v),V(x;y) € D, entonces
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ﬂf(x;y)d/i 2ﬂg(x:y)d/1
D D

En particular si f(x;y) = 0,¥(x;y) € D, entonces ff fl;v)dA =0
D

5-Si f:DcR?—= R es una funcion integrable en la region cerrada D, v
supongamos que m y M son los valores minimo v maximo absoluto de f en D,
estoes, m < f(x;y) < M,¥(x;y) € D. Entonces,

mA(D) < U- f(x;y)dA < MA(D), donde A(D) = area de ia region cerrada D
) ‘

6.-Si f:D © R* - R es una funcion continua en la region cerrada D v
D =D, UD, donde D; y D, sonregiones cerradas. entonces

jff(x;y)dA = fj fx;y)dA + ff flx;y)dA
D} Dy

D

7-Sif(x;y) = 0,V(x;y) € y D c . entonces

ﬂf(xzy)d/l < ﬂ f(x;y)dA

D

8.-Sif:D c R* — R es una funcion continua en la region cerrada D, entonces

|| reviaal < [[ireeiaa

D D

En particular, si |f(x;y)] < K,V(x;y) € D, entonces

f f(x;v)dA| < K.A(D), donde A(D) = drea de laregion D
D

9.- Teorema de Valor Medio.- Si /: D ¢ R? — R es una funcion continua en la
region cerrada y acotada D, entonces existe un punto (&§;n) € D, tal que

[[ rvaa=r@m [[ aa = rgmac)
D

D
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Ejemplo 1.- Aplique la propiedad 5 y determine la cota inferior y superior de la
integral fj (x* + y?)dA, donde D es la regién limitada por las rectas
D

x==-2,x=3,y=x+2Ay=-2
Solucion
La region D, como se muestra en la figura 5.5, se puede expresar como
D={(x;y)eR*/-2<x<3, —2<y<x+2}
y la regla de correspondencia de la funcién integrando es
fay) =x*+y>
El valor minimo absoluto de f ocurre en el punto (0;0) € D, que corresponde a
un minimo relativo de f y su valor es
m=f(0;0)=0
El valor maximo absoluto de f ocurre en el punto frontera (3;5) € D y su valor
es '
M= f(3;5) =34
El area de la region D es

A(D) = f [(x +2)—(-2)]dx = [ (x + 4)dx = 22,5 u?
-2 -2
Por tanto, en virtud de la propiedad 5 resulta

mA(D) < ﬂ(xz +y2)dA < MA(D) = 0 < U(xz +y2)dA < 34(22,5) =765
D D

(2:-2) -2 (3:2)

Fig 5 &

Ejemplo 2.- Aplique la propiedad 5 de intcgrales y determine la cota inferior y

1 .
superior de la integral ﬂ ———5——dA,donde D es laregion cerrada cuya
xt+yt+1
b
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frontera es la elipse 4x? + 9y? = 36
Solucién
Laregion D, como se muestra en la figura 5.6, se puede expresar como

1 — 1
D:{(x;y)ElR2 -3<x <3, —§V’36-—4x25yS§\/36—4x2}

v la funcién integrando es f(x:y) = m

Como 1+ x? +y* =1, entonces f(x;y) = 1, VY(x;y)€eD

—_— <
X2 +yi+17
Asi, el valor maximo absoluto de f ocurre cn el punto (0; 0) € D y su valor es
M=f(0;0)=1
El valor minimo absoluto de f ocurre en el punto frontera (3;0) € D y su valor es
1
m=f(3;0) = 10
El area de laregion D es

A(D) = ZJ’ 3V 36 — 4x?dx = 6mu?
-3

Por consiguiente, en virtud de la propiedad 5 de integrales, se tiene
1(6)<ﬂ L ia<16 3”<ﬁ LI
o= x2+y2+1 " 7 (7[)4-—*»5_ X2+ yr+1 = 0%

D >

CALCULO DE INTEGRALES DOBLES POR MEDIO DE INTEGRALES
ITERADAS

CASO 1 Sea f:D < R? - R una funcién continua sobre D, donde
D={(x;y)ER*/a<x<b c<y<d}esunrectangulo
i) Fijando la variable y en [c; d], la funcién f depende solo de la variable
x, es decir, f(x;y) es una funcion de variable x continua en [a; b]

b
Asi, A(y) =f flgy)dx, c<y<d
a

es ¢l area de la region plana que es la interseccion del plano y = y, con
el solido que estd debajo de la superficie z = f(x;y) y por encima de la
region D (Fig. 5.7). Por el método de areas de secciones planas el
volumen del sélido es

V= fcd/l(y)dy = f Lbf(x;y)dxdy (D

il) Analogamente, fijando la variable x, f(x;y) es funcién de y continua en
[c; d]. Luego.,
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A(x) = fudf(x;y)dy ,a<x<bh

es el area de la regidn plana que resulta al
intersecar ¢l plano x = x; con ¢l solido.
Por tanto, el volumen del sdlido es

b b ~d a4~
1% =f A(x)dx:f J’ f(x;y)dydx .. (2) /b/ R A28

Fig. 5.7

Definicién 6.- Las integrales (1) v (2) <o Hamuan intcgrales iteradas de f vy se
escriben como

i)l = ff f(x;y)dA = jdjbf(x;y)dxdy
s c Ja

iy 1 = [[ rnaa= | b | eyt

{'on estas integrales la regidn en la cual ¢ tategrn fa tuncion [ es el rectingulo
D = [a; b] X [c; d}
Ejemplo 3.- Calcule las siguientes integrales
~3 4 1 2
) j f (x%y + xy? — x*)dxdy b) [ f (3x% + 12x%y)dydx
-3 0 71

—4
Solucién

3 4 3 [x3 xiy? oyt 4
a) [ = f (x?y + xy? — x¥)dxdy = } [ Y Y ]
-3 Y -4 -3 —4

3,128
=f (TY)dy:O

1 2 1
b) I = f j (3x?% + 12x3y)dydx =f [3x%y + 6x3y?]%, dx

0 J-1 0

1

= f (9x?* +18x¥)dx =75

0

CASO I Si f:D c R? - R es una funcion continua en la region cerrada y
acotada

D={(x;y)eR*/ a<x<h g(x)<y<g,(x)} (Fig.5.8)
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donde g,, g,: [a; b] = R son funciones continuas en el intervalo [a; b], tal
que g;(x) < g,(x),Vx € [a; b]; entonces, la integral iterada de f sobre
la region D es dada por

fff(x V)dA = j fqsz(x;y)dydx

YA YA

¥y =8,(x) d

>

!
i I
: =g1(x) } c
! ! >
a b T x 0
Fig & 2
CASO il Si f:D c R* — R es una funcion continua en la region cerrada y

acotada
D={(x;y) € R/ h(y) Sx<h(y), ¢ <y<d}(Fig 59).

donde hy, hy: [c; d] = R son funciones continuas en el intervalo [c; d], tal
que hy (v) < h,(¥),Vy € [c; d]; entonces, la integral iterada de f sobre
la region D es dada por

ff Flasy)dA = f f}}(” F(x:y)dady

2y —1
Ejemplo 4.- Calcule f Eyﬁ dA, donde D es la region limitada por las rectas

x=0y=0y 2x—y=4

Solucion

La region de integracion que se muestra en la figura 5.10 corresponde al caso .
Luego,

y=1 [ el 2yt =y
s [ Bt [P
o Joya x+1 o L x+1 o
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24x% —18x + 20 2y 42
1=—f --—-—~—~——~dx=——f (4x—22+——————)dx:36——421113
0 x+1 o x+1

Ty Lol

Ejemplo 5.- Calcule ff([[x]] + [y]), donde
)

D={(x;y)ER*/0<x<2 0<y<2}
Solucion
La grafica de la funcion f(x;y) = [x]] + [y] sobre la region D se muestra cn la
Fig. 5.11. Luego, al aplicar la definicion de la integral doble se tiene

ﬂ(ﬂxﬂ L DdA = (1)) + (1)(1) + (1)(2) = 4

D
. : y? o
Ejemplo 6.- Calcule sen | my ——— dA en laregion limitada por las
3

araficasdey =0,y =vV1+x v y=+1-x

Solucion

La region de integracion que se muestra en la figura 5.12 corresponde al caso 111.
Luego,

ny3 1 ,1-y? 3 ny‘g'
= f{ sen {nmy ——— ) dA = J- f sen | Ty — —— | dxdy
A 3 o Jurog 3

Yy

i

. / ryy | o y’ .
= ( lsen (ny ~—3 )x} dy = f sen (ny - T) (2 — 2y*)dy
Jodyey o

70
. vl
Ty 3
{ cos (ny 3 )L ==

7

2t my3 \ ([ R
= ( sen (ny T (n — ny“)dy =
T Jg 3\ —

du

RIS

1A

')’)7
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Fig 5 12 Fig. 5.13
. xey . . . .
Ejemplo 7.- Halle f TdA en la region limitada por las graficas de

—
X=4\Yy x=-y, y=1 y=3

Solucién

La regién de integracion que se muestra en la Fig. 5.13 corresponde al caso 111

xe” VY xe 3 [x2e¥ ]V
1—jf~—-dA j f —dxdy [ ] dy
v L2y

y

Luego,

(e~ e ~ i = ~5 (e + o)

NSRS

1 3
= _J’ (ey — ye}’)dy =
2 1

CAMBIO DE ORDEN DE INTEGRACION

A veces es muy dificil o hasta imposible de evaluar una integral doble iterada
empleando un cierto orden de integracion. Sin embargo, invirtiendo o cambiando
el orden de integraciéon de dxdy a dydx o viceversa, se puede obtener una
integral doble iterada de una manera mas simple.

1 1

Ejemplo 8.- Calcule j ] tan(x?) dxdy
o Jy

Solucién

1
Observe que la integral parcial f tan(x?) dx no se puede calcular, pues
y
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tan(x?) no tiene antiderivada elemental con respecto a x. Sin embargo, como se
muestra el la figura 5.14, es posible cambiar el orden de integracion y definir la
region de integracion como

D={(x;y)ER? J0<x<1, 0<y<ux}
Asi, se tiene '

1 x 1
ﬂ tan(x?) dA :J' f tan(x?) dydx =f xtan(x?) dx = }ln(sec(l))
/s o Jo 0 2

YA y

Fig. 5.14

x
Ejemplo 9.- Calcule f f e¥ dydx
-1
Solucion
La integral parcial f e’ dy no se puede calcular, pues ¥’ no tiene antiderivada

elemental con respecto a y. Luego, se debe cambiar el orden de integracion al
definir la regién D como

D={(x;y)ER*/ 0<x<y? —1<y<0}(Fig 515

Por tanto, se tiene
o ry? 0 1, 40 lre—1
y3 - y3 — y3 2 _ = 3 _ -
foru=[L[ = 0-5r, 32
D

Ejemplo 10.- Halle el valor de la integral

"**JX“*— 2 %—*JE N 8 r2 5
1~f f . e’ dydx+f f e¥” dydx +f j e¥" dydx
0 J-1+VxF1 2 J-ltvx+l

X+—~
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Solucién
El orden de integracion indicado dydx sefiala que la region de integracién
corresponde al caso Il, como se ilustra en la Fig. 5.16
Luego, al cambiar el orden de integracidn, la region D se transforma a la region
D’dada por

D'={(;y)ER*/ y? —y<x <y +2y, 0<y<2)

Por consiguiente, se tiene

5 2 pyii2y 2 3
szfey dAzf eydedy=f e By)dy ==(e* = 1)
o 0 Jyi-y 0 2

YA

Fig. 5.18 fig. 517

2 4
. f3
Ejemplo 11.- Calcu]ef f 2V¥ dxdy
0 Jy?

Solucion

= —x
La integral parcial J 2¥¥” dx no se puede calcular, ya que 2¥*" no tiene

yZ
antiderivada elemental con respecto a x. Luego, se debe cambiar el orden de
integracion al definir la region D como

D={(x;y) €R® /0 <x<4, 0<y<vx}(Fig.5.17)

Por consiguiente, se tiene

s2d
— 4 VX — - 4 5 ) ) 23»3,4_ 170
ﬂ 2dA = f J' 2¥¥dydx = 23 Wy =2 =—=
o Jo o 3iIn2 In2

D 7 40
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EJERCICIOS
1 Calcule las siguientes integrales iteradas:
2x 1 py? ) 1
a)f J' xy®dydx R. 42 b)ff e*¥dxdy R. -
1 70 0 Jo 2
Ly oy 1 1,1 1
c)j f ~dxdy R. = d)f f |x —yldydx R. =
0 Jy2 X -5 0 Jo
3x 1 1 1
X+y dvd L= 4 _ .3 .
e)f J; e ydx R 46 3e + 2
ﬂj f dvd R 3 , 25
X x et ——
Ja-x2 Y 2 6

m/3 rsenx 4 ~x? 1 y
2) f f ( )dydx “h) f f —sech? <~> dydx
1/ y 2 Jx X x

In8 ,lny . 1 r2x xyZ
i)f f e**Y dxdy j)ff L
0 Jx Jx3 43
1
k)j f —=——dydx R. =(V2—-1)a?
2+y 2

dydx

3y
l)ff x(y® + 1)Y2dxdy R. 26
0 0

2. Calcule ff f(x;y)dA para los siguientes reglas de f(x;y) y sobre D. .

a) f(x; ¥) = 2x; D es laregion limitada por 4y = x2,x — 2y +4 =0 R. 18
s
b) f(x;y) = x sen (xy); D={(x;y)/OSxS1, OSySE}

1
— XY Y2, po=I(x * n
o) flgy) =1 —x"" ~{(x.y)/0_<.xs\/§, osys;c} R-33
\ sen x B T 1
DGy =g —{(X'y)/Ongi 0<y<x R.5In3
16
O fry)=x D={xy)/0<x<Ja-y2, 0sy<2} R— .

s
Dfly)=secy, D= {(x;y)/() <x <1, arctanx <y éZ}

. 2y L 80
g) flx;y) = R D limitado pory =4 —x%,y =0 R. 4arctan2 -3

3. Calcule las siguientes integrales cambiando el orden de integracion.
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CALCULO 11

2 4 1 Lol 1
a) j J. e dxdy R.—(e'®*—1) b) J j senx?dxdy R.=(1—cos1)
2y 4 0o Jy 2
1 arccos x
c) f f ey dydx R.e—1

1 vx e 101
d) f J’ e*Vdydx R. =—1 e) J f x4/1+ y* dydx
0 X 2 0 X
/2 ry 1
f) f f [cos(2y)]V 1 — k2sen?x dxdy,0 <k?<1 R. Wkl — J2)3/2 — 1]
o Jo

0 2 . 1 )
of [ erayar R L(em 4 emz) — om
—l1lJarccosx 2 N -

v 1 e—1
h) f f et son (rx*)dxdy R. ——( )
o JI¥ 4 e

m/2
i) J j e°*Y dydx Roe—1
0 Jarcsenx

4. En los siguientes ejercicios, se da una regién D y una funcion f(x;y).
Dibuje y calcule f fx;y)dA
D
a) D es laregion encerrada pory = x2, y = —x? + 1; f(x;y) = xy

b) D es el interior de las intersecciones de las elipses
x? y?
—4“+)’2 =1 xf =1 flay)=x+y+1l

¢) D es el interior de la elipse

x2 2 x2 yz 2
——+—:~1 f(xy)—c[1—~—-——q R. —mabc
b? b* 3
N
d) D es el interior del triangulo de vértices (—7; —6),(5; 3), (0; 0)
fly) =e*ty R —Ee‘“+~€Le“’—ﬂes»%—8—(j
' 7 13 21 39

e) D es laregion limitada por y = Vx,y = 0,x = 4

Y

N flxy) = ]le — |yl - 1{ donde laregion D = D; U D, , siendo
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INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES
D, =[0;3] x[-2;2] y D, el triangulo formado por las rectas x = 0,
y=2,y=8-2x R. 142/3

g) D es la regién limitada por las pardbolas y = x2, x = y?

f(x;y) = x™y™ donde n, m son nimeros naturales > 1
R -3m+5
Tm+DCm+n+3)2n+m+1)

5.- Calcule fj f(x;y)dA para las siguientes elecciones de f,y regiones D.
) :

a) f(x;y) = 2x —y; D es laregion sobre y = |x — 1| y debajo de
y=4-|x| R. —15/2

b) f(x; ¥) = x cos(x + y); D es el tridngulo cuyos vértices son
(0;0), (m; 0) y (m; ) R. —3m/2

. 1
o) f(x;y) = e**Y; D eslaregion definida por [x| + |y| <1 R.e— A

d) f(x;y) = x* + y; D es el triangulo cuyos vértices son

63

(_1;_%),(1,; 2),(1;-1) k33

2

e) f(x;¥) = x +y; D eslaregién acotada por el cuadrado con vértices

(1;1),(1;-1),(-1;-1),(~1;1) y por el cuadrado con vértices
(2;2),(2,-2),(—=2;-2),(=2;2)

ly—senx|,si—-m<x<m A-2<y2
0 flx;y) = x+y , Six <5+ y?
1 -, six>54y?

73
siendo la region D = [—m; 6] x [—2; 2] R. 61+ (—1—5) + 8 —m?

6.- Sea f una funcién continua en las regiones
Dy = {(x;y) ER* /x* +y2 <25}, D, = {(x;y) € R? / x* + y? < 4}
Dy={(y) €R*/(x =3P +y* <1}, Dy ={(xiy) ER* /x* +y* < 1)
Ds ={(xiy) ER?* / (x — 1) +y* < 1}

y sea C; fronterade D;, parai = 1,2,....,5
Sea I; la integral doble de f sobre D,,i = 1,2,...,5 y

Y

19
(98}
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CALCULO 1l
112101 12:31 13:1; 14,::6, 15=2

Encuentre la integral doble de f en la region limitada por las curvas dadas, en

cada caso.

a)C,y G, R. 7 b) (. Cyy Cy
) Cy Cy R. =3 d)C, Gy Gy
e)Cry Cs R. 1 ) Cy,Cyy Cs

7.- Dada la suma de integrales

f j—+y 1f(x;y)dxaly+ [%f

Halle la integral doble que sea igual a la suma propuesta.

Wl
WN
Wity

flxy) dyderf f f(x: )’)dXdy
2/3 7%

FRR 1

8.- Represente en una sola integral iterada la siguiente suma de integrales
v+5

j J x dxdy + J f x dxdy +f J dxdy

-9 e~ ¢ Jny -1 ~2
-2 r0 11-\/1 x2

9.- Dada I :J j f(x;y)dxdy +f f f(x;v)dydx
0 J2y—v2 1-y1-x*

a) Represente [ en una sola integral
b) Si f(x;y) = x, halleel valordel. R0

5.2 CALCULO DE VOLUMENES DE SOLIDOS Y AREAS DE REGIONES
PLANAS POR INTEGRACION DOBLE

CASO 1: Sea f: D ¢ R? - R una funcién continua en la region cerrada D, y
f(x;y) 20,V(x;y) € D. Entonces el volumen del solido S limitado
superiormente por la superficie z = f(x;y) e inferiormente por la region
D (Fig. 5.18) esta dado por

V(s) :[ flx;y)dA
D

(8]
(U]
SN



INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

ZA ‘ o= ()

Fig. 5.18 Fig. 5.19

CASO 2: Si f,g: D © R* — R son funciones continuas en la region cerrada D, tal
que f(x;v) = g(x;y),V(x;y) € D, entonces ¢! volumen del solido §
limitado superiormente por la superficic z = f(x;y) ¢ inferiormente por
la superficie z = g(x;y) es dado por

V(s) = ff [ y) — g0 y)lda
D

AREA DE UNA REGION PLANA
Si f:D cR* - R es una funcion continua en la region cerrada D, 1al que

fley) = 1,Y(x; ¥) € D, entonces ¢l drea de la region D es dada por

A(D) =ff dA
D

Ejemplo 12.- Halle ¢l volumen del solido limitado por el plano XY, ¢l plano
x+y+z=2yelcilindro parabolico y = x*

Solucion

Sea S el solido limitado superiormente por el plano z = 2 — x — y ¢ inferiormente
por la regién cerrada

D={(x;y)ER?/-2<x<1, x*<y<2-x} (Fig. 5.20)

Luego, el volumen del sélido es

1 2-x 81 N
V=f[(2~x—y)dA=f [ (2—x—y)dydx=§6u”
5 -2

x2



CALCULO 11

Fig. 5.20 Fig. 5.21

Ejemplo 13.- Calcule el volumen del solido limitado por el paraboloide eliptico
x2 2
a—2+5~2=y, yelplanoy =k (k > 0)
Solucién
La region de integracion sobre el plano XY es
2

— re— X
D= {(x;y) €R?/—avk < x < avk, = <y< k} (Fig.53.21)
Luego, el volumen del sélido es

avk nabkz

kb -
LZE\/azy—xzdydxz .’
x

V(S):ZJ

~avk

Ejemplo 14.- Encuentre el volumen del s6lido que se encuentra debajo del plano
x 4+ z = 0, por encima del plano z = 0 e interior al cilindro x* + y? = 9
Solucion

En el plano XY los limites de integracion de la
region D son la recta x =0, y las

P

semicircunferencias  y = —v9 — x? v
y=va=x?

Por tanto, el volumen del sélido que se
encuentra debajo del plano z= —x vy por

encima del plano z = O es

Vo= jf flx;y)dA = ff(—x)dA
D

D
0 pv9-x-

= zf f (—x) dydx = 18u
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INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

Ejemplo 15.- Halle el volumen del sélido comprendido entre los cilindros
x2+y* =16y x> +2z* =16

Solucion

Como se muestra en la Fig. 5.23(a), el solido en el primer octante se encuentra por
debajo del cilindro x? + z* = 16 y sobre la regién D en el plano XY limitada por

los ejes coordenados y la curva y = v16 — x? (Fig. 5.23b).

Fig. 5.23a . Fig. 5.23b

Luego, el volumen del sélido limitado superiormente por z = V16 — x? es

4 pV16-xt 1024
V(S)=8ﬂf(x;y)dA=8f f J16 — x2 dydx = 3 u?
D 4] 0

<Y

Fig. 5.24a Fig. 5.24b

Ejemplo 16.- Halle el volumen del sélido limitado por las superficies

y=+vx, y=2Jx, x+2z2=6 z=2
Solucién
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CALCULO 111

El sélido S limitado por las superficies dadas se muestra en la Fig. 524a y la
proyeccion de la cota inferior del s6lido sobre el plano XY es la region D que se
muestra en la Fig. 5.24b y su representacion analitica es

D={(x;y)ER?*/ 0<x <4, Jx<y<2Vx)
Por tanto, el volumen del sélido Ses

128

4 2% 4 r2Vx
V(S)=j; f& [(6—x)—2]dydx=L L} (4—X)dydx‘:§u3

Ejemplo 17.- Determine el volumen del sélido limitado por las superficies
y=0 y=4 x=0, x=y, z=\/3/~, z=2\/§
Solucién
“El solido S limitado por las superficies dadas se muestra en la Fig. 5.25a y la
proyeccion de la cota inferior del solido sobre el plano XY, es la regién D que se
muestra en la Fig. 5.25b y su representacion analitica es
D={(x;y)eR? J0<x<4 x<y<4}

Fig 525a Fig 525b

Luego, el volumen del sélido S es

: M 64 .
v(s) =ﬂl2v’§~\/§]@4=f Jyl’“dydx=?u°
0 Yx
D

Ejemplo 18.- Calcule el area de la region R limitada por las graficas de

3x x2 R )
y=—7,y=4-—, y=1-x" y=x"-1yy=20
2 4
Solucién

Laregion R se muestra en la Fig. 5.26
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INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

Al usar la integral doble para calcular el area de la
regidn R, se tiene

AGR) = AR + AR,) + A(R;)

:gdA+gdA+R[ dA

Fig. 5.26

-5 4—- 2 4—5;
f f dydx +[ f dydx +f j dydx
-5 71-x? 1 Jx2-1

243 153 25 902

T T
=9 T3 T2 96 ¢

Ejemplo 19.- Dada la suma de integrales dobles

I—J‘J-cos((Xry) )dxdy+jf

a) Cambie el orden de integracién y exprese / en una sola integral
b) Calcule el area de la region de integraciéon D

rale

cos((x + y)®) dxdy + f

4

6 2
f cos((x + y)3) dxdy
¥/3

Solucion
La region de integracion se muestra en la Flg 527

Fig. 5.27 Fig. 6.28

a) Al cambiar el orden de integracion, se tiene

2 r3x
= f f cos((x + y)*) dydx
1 Y2x
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CALCULO 1II
b) El 4rea de la regién plana D es

2 r3x 3
A(D) = [ dydx = Euz

1 J2x

Ejemplo 20.- El cono de la nariz de un determinado cohete tiene la forma de la
region limitada por el plano XY y el paraboloide x% + y? + z = 1. Halle el
volumen del cono de la nariz del cohete.

Solucion

El cono de la nariz del cohete estd limitado superiormente por el paraboloide
eliptico z = 1 — x? — y? e inferiormente por el disco

D={(x;y) €ER?*/-1<x<1, —V1-x2<y<V1-x?}(Fig.528)

Por tanto, el volumen del cono de la nariz del cohete es

1 py1-x2 -
V=ﬁf(X:y)dA=4f f (1 —x* = y*) dydx = S’
D 0 J0

EJERCICIOS

1.- Calcule el area de la region limitada por las curvas dadas.
ay=|x|, 4y=4x*+1 R.1/12

n?

T 1
D = . 2 <x<-— locy<x+ —t = ——
b) {(x,y)EIR& /0_x,_4, x*<y<x cos(2x)} RZ 32 197

ay=x*-2x, y=6x—x* R. 16
d)y*=9+x, y*=9-3x
e)y=x*—12, y=|x|, y=6—x?

2.- Determine el volumen del sélido en el primer octante acotado por los planos
coordenados y el plano 2x + y +z—6 =0 R. 1813

3.- Calcule el volumen del sélido limitado superiormente por el paraboloide
z =4 — x? — 2y? e inferiormente por el plano XY. R. 42mu?

4 .- Calcule el volumen del sélido limitado por la parte del cilindro x? + y? = 16
parax = 0, y = 0, los planos coordenados y el plano 2y + 2z —x =8

R. (32 + 16m)u’

5.- Halle el volumen del sélido en el primer octante limitado por el paraboloide
z = x?+ y? elcilindro x? + y? = 4y los planos coordenados. R. 2mu?
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INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

6.- Calcule el volumen del sélido en el primer octante acotado por los cilindros

16 .
x2+y2:4‘ x2 4+ 22 =4 R'——S—uj

7.- Calcule el volumen del sélido en el primer octante acotado por las superficies
+z2=1, x= x = y? R L
Xrz =L xEY Y X=Y "8 15
§.- Halle el volumen de la region limitada por el cilindro x® + z = 1 y por los
planosx+y =1 y=0y z=0 R. 4/3u?

9.- El plano XY y la superficie y? = 16 — 4z cortan al cilindro x? + y? = 4x
Halle el volumen de la regién limitada por estas superficies. R. 157u?

10.- Determine el volumen de la region sobre el plano XY dentro del cilindro
x? 4+ y? = 4 y debajo del paraboloide 2z + x? + y? = 16 R. 28nu?®

11.- Determine el volumen de la regién localizada en el primer octante bajo la
superficie z =xy y sobre el plano XY que se encuentra dentro de la
circunferencia x® + y2 = 1 yaladerechadelarectax +y =1 R.1/12u?

12.- Calcule el volumen del sélido que se encuentra debajo del paraboloide
z = x? + y? y sobre el cuadrado limitado por las rectas x = +1, y = +1
R. 8/3 u?

13.- Calcule el volumen del sélido limitado superiormente por la gréfica de
z=1—x% — 4y? e inferiormente por la gréfica de x* + 4y? — 4z =1

R. 57 /16 u®

14.- Halle el volumen del sélido en el primer octante limitado por la superficie
z=xyvyelplanox +y =1 R. 11243

15.- Halle el volumen de un sélido limitado superiormente por y? = a®> —az e
inferiormente por z = 0 y lateralmente por el cilindro x* + y* = a?

3ma® |
T
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CALCULO 11l
16.- Un sélido est4 limitado por las superficies y* + z? = 4ax, x = 3ay situado
en el interior de y? = ax. Halle su volumen R. (6m + 9+/3)a®u®

17.- Halle el volumen del solido limitado superiormente por z =2x +a e
inferiormente por z = 0 y lateralmente por x? + y* = 2ax R. 3nd’u’®

18.- Calcule el volumen del sélido limitado superiormente por
4z = 16 — 4x? — y? e inferiormente por z = 0 vy lateralmente por
x? 4+ y?=2x R. (43/16)mu’

19.- Halle el volumen del espacio comprendido‘ debajo de z = 4 — y? arriba de
z = 0y dentro de ias superficies cilindricas y* — 2x = 0, y* =8 —2x
R. 512/154°

20.- Halle el volumen del solido limitado por arriba mediante el paraboloide
z =2 —x?—y?ypor debajo por el plano z = 2 — 2y R. 3m /2 u°

21.- Calcule el volumen del cuerpo limitado por la superficie cilindrica z = e~
e—1
ylosplanosy =0, y=x, y x =1 R. 5 u?

22.- a) Grafique el dominio de integracion de la expresion

y2

1 2+3 3/4 ~0 1 Vdx-3
I = f f f(x;y)dxdy + f f f(x;y) dydx + f f f(x;y)dydx
0 Jy? 0 -x 3/4+~x

b) Halle el area del dominio de integracion ~ R. 5/3 u®

5.3 INTEGRALES DOBLES MEDIANTE COORDENADAS POLARES

Sea D c R? una region acotada por las Tjo a 90°
rectas 6 =a, 8 = y por los circulos
r=ayr =Db,comoseilustraen la L
(Fig. 5.29). (r:9,)
Una particion P de la region D se obtiene
trazando rectas a través "del polo vy
circulos con centros en el polo. Asi, se
obtiene una red de n regiones Ilamados r=a Eje Pz'

rectangulos curveados. La norma de la Fig. 5.29
particion denotado por ||P]| es la longitud de la diagonal mas grande de los
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INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

rectangulos curveados. El édrea del i-ésimo rectangulo curveado es igual a la
diferencia de las areas de los sectores circulares. esto es,

1
[A = zriz(gi 0;-1) = =12,(6; — 0;-y)

1
= E(ﬂ‘ =12 + 12 (6 — 6,-y)

Al definir 7} = = (r +71i_4), Ar =1 —1_q, A0 =0;—0,_,,setiene
AEA = EAiT Agi' [ = 1,2, .., n

Sea f:D < R* - R una funcion continua en la region D. Si (7; 8;) es un punto
en la i-ésima sub-regién con 8;_; < 6; < 6,, entonces la suma Riemann de f
asociada a la particion Py, de la region D es

Se =) fEOINA = ) FGTBTATNO
i=1 i=1

Por tanto, la integral doble de f sobre la region D es

j{ f(r;0)dA = limﬁoif(ﬁ; 0T ATAG = ﬂ f(r;0)rdrdd
i=1 ) D

itPpll
D

Observacion 4.- Sea f: D € R? — R una funcion continua en la region cerrada D
contenido en el plano coordenado polar. y f(r;8) = 0,V(r;0) € D. Entonces, el
volumen del solido S limitado superiormente por la superficie z = f(r;0) e
inferiormente por la regiéon D esta dado por

V(s) :j. f(r;0)rdrdo
D

INTEGRALES ITERADAS EN COORDENADAS POLARES
CASO L. Si f: D" ©¢ R® - R es una funcion continua en la region polar
D ={(6)/a<0<f, ¢ (0) <r<¢,(0)}

contenido en el plano polar (Fig. 5.30), donde ¢y, ¢,: [a; ] — R son funciones
continuas en {a; B8], tal que ¢,(0) < ¢,(8), VO € [a; ﬁ] entonces. ia integral
iterada de f sobre la region D™ es dada por

ﬁ f(r;0)dA = fﬂfwg)f(r;e)rdrde

$1(8)
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Eje a 90° Eje a bu
A

Y o=y, )

0 =u
s >
Eje polar r=a Eje polar
Fig. 530 Fig 531

CASO I1. Si f: D" « R? — R es una funcion continua en la region polar
D'={(r;0) Ja<r<b Y (r) <8 <y,(r)}(Fig. 5.31)

donde ¥, ¥, [a; b] = R son funciones continuas en [a; b], tal que

W, (r) < Y, (r), Vr € la; b]; entonces, la integral iterada de f sobre la region D*

es dada por

!f f(r;0)dA = fab H::Jf(r:Q)rder

Ejemplo 21.- Calcule el volumen del solido limitado superiormente por la
superficie z = /4 — x? — y*? ¢ inferiormente por la region limitada por la grafica
de la circunferenciar = 2 cos 8

Solucion
En coordenadas polares, la region de integracion en el plano polar es
I /4 .
D ={(r:0)/ 0<r<2cos0, —5s0< 5} (Figs:32a)
Eje a 90

r=2cosd

Eje polar

Fig. 5.32a Fig. 5,320
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INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

" Ademas, parax = rcosf8yy = r sen 6, laecuacion de la superficie es

z=J4—x2—y% = /4 — 1200570 — risen’0 = /4 — 12

Por tanto, el volumen V del s6lido esta dado por

/2 r2cosf
V= ff 4—x?—y2dA= j f \4——r“rdrd9
/2

/2 r2cosf
= zf f (4 —r)HYVrdrdo = 2[

0

/2 1 2cos B
[—5(4—rz) /Z] dao

0

e 39)d9~16[6+ 6 — = cos*0 "/2—(8” D)
3 i sen = 3 cos 3COS ]O = 3 9 u

Ejemplo 22.- Calcule el volumen del sélido S que estd limitado inferiormente por
el plano XY, superiormente por la superficie x? + y* + 4z = 16 y lateralmente
por el cilindro x? + y* — 4y = 0

Solucion

Para simplificar el calculo de la integral, se convierte la ecuacion cartesiana del
cilindro a coordenadas polares. Asi se tiene:

x?+y?—4y =0 (rcos0)? + (rsen0)* —4rsen =0
S ri—4rsenf=0=r(r—4senf) =0 r =4senb
Luego, la region de interseccion en el plano polar estd dada por

D={(;0) 0<r<4senf, 0<0 <mn}(Fig. 533)

Eje a,90° z
r=4cos6
Eje polar

Fig 533

Por consiguiente, ¢l volumen V del solido esta dado por

245



CALCULO 111

1 17" 4send
szf flx;y)dA = ff—z-\/l()—xz —y2dA :;f J- V16 —rrdrdf
<Jo Jo
D D

4sen @ T

1 K 1 2 3/2 2
:_f [_“_(16_r~)~>/ ] =—| (1-—|cos*6|)do
2 0 3 0 3 0
32 (%32 s2m 32 (™ d
=—f dO—'——f lcos*81do = - j cos®0 d9+f —cos36-dg
3 Jo 3 Jy 3 3 1o /2 |
_32m 32 0 sen®0]™* 0 sen®6]"
=3 3 ||sen 0 ——3 —|sen 8 ——
0 /2
_ 32 32 (4) B 32 3 I
=3 ~3l3) T G

5.4 JACOBIANO DE UNA FUNCION DE n VARIABLES
Definicion 7.- Sea T:D" c RZ—> D —c R? una funciéon (transformacion)
continuamente diferenciable dada por
T(u;v) = (x;y).donde x = x(w;v) y ¥y = y(w;v) (Fig. 5.34)
El Jacobiano de la transformacion T esta dado por
dx Ox
0y) _|ou ov

za(u;v)_ day dy
du dv

J(u; v)

<Y

Fig 534
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Ejemplo 23.- La funcion T: R* — R? que transforma coordenadas polares en
coordenadas cartesianas esta dada por
T(r;0) = (x;y),donde x =rcosf, y=rsenf
Entonces el Jacobiano de T es
Jx Ox
a(x;y) _|or 90| _jcos0 —rsend| _
a(r;0) |(dy dy sentl  rcosé
Jr de

J(r;0) =

En general, se tiene la siguiente definicién.
Definicion 8.- Sea ¢: D" c R"™ - D c R™ una funcion (transformacion)
continuamente diferenciable y uno a uno definida por
G Yn) = (D1 s Yndi s (Vs i V)
donde las funciones coordenadas son dadas por

X1 = (f)l(yl; ~--;yn)» Xp = (152()71; O B (pn(yl; o Vn)

El Jacobiano de la transformacion ¢ esta dado por

dx; 0x dx,
](y1;~-~;y71):M: gf“ ?ﬁ ‘Z’ﬁ
(V15 s V) Yro O O

0%, 0x, Ax,,

ay, oy . oy,

Ejemplo 24.- Sea ¢: R* - R* una transformacion definida por
G (Y1, Y2, V3, ¥a) = (X1, X5, X3, X4) , donde

Xy =3Yy = Yo X2 T2V, Xy T V37 V4 X4 T Wi
Entonces. el Jacobiano de ¢ es
dx; Ox; dx, Ox,
dyr Oy dys 0y
dx, dx, Ox, Jdx,
A(xy; %05 %3, %) |0y, Oy, Oys 0y,

](}1;~-})’4):m~ Ox; Oxz 0Jxs Jx3

dy; 0y, dys Oy
Ox; Ox, Ox; O0x4

dy, dy: Oy; 0ys
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00

0 0

1 6
0

CAMBIO DE VARIABLES PARA INTEGRALES DOBLES

Teorema 1.-Sea T: D" < R? - D < R? una transformacion de clase C*
(continua con derivadas parciales de primer orden continuas) definida por
T v) = (x;y) = (x(w; v); y(u; v)) (ver Fig. 5.35)

paratodo (u;v) € D™y V(x;y) € D, donde D™ y D son regiones cerradas
en R? con Jacobiano no nulo, esto es,

dx Ox
_0xy) _lou v
To(wuv) |9y dy

ou v

J(u;v) #0

Si f:D c R* - R es una funcién integrable en D, entonces la funcion
foT:D" c R* > R es integrable sobre el conjunto D* y

ff flx;y)dA = f flx;y)dA = fff(x(u;v);y(u; v)) |/ (w; v)|dudv

D T(D™) D*

ff (T (u;v))

fol
Fig. 5.35

Para el caso particular de la transformacion de coordenadas cartesianas a
coordenadas polares x = rcosf, y = r sen 6, se tiene

ff f(x; }’)dxdy = ][f f(rces@;r sen @)rdrdf |

D
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y=x

Ejemplo 25.- Calcule ﬂ ev+xdxdy , donde D es el triangulo limitado por la recta
D

x +y = 2y los ejes coordenados.

Solucion
Sea la transformacion
v—u
u=y-—x -
A 2
(v=y+x u+v
- o)
4

Para los limites de la region D (Fig. 5.30), sc tienc

u
Six = — = 0 (lado del triangulo sobre el cje Y), entonces v = u

v—u u+4v - .
+ — 2 (lado del tridngulo sobre larectax +y = 2). v =12

Six+y=—;

Luego, la ransformacion 7: D* € R* — D < R® esta dada por
v—u u+v
T(u;v) = ( 5 )
donde la region de integracion en ¢l plano UV es
D ={wv)/-v<u<gy 0<v<2)(Fig 5.36)

)

&

VA yA
(-2:2) 2 (2:2)
1= - U=v 2
0 > >
u X
i3, 5.36
11
d(x; 5 5 1
El Jacobiano de la transformacion T es J(u; v) = “0_((—1-;?):: 12 % =-3
2 2
Por tanto,
froY=x Pl 172
ﬁ evtxdxdy = ff ey -ﬂ dudv = ;f f e“Vdudv =e —e™!
. “Jg J-v
D D~
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Ejemplo 26.- Halle el 4rea de la region limitada por las curvas xy = 1, xy = 3,
x—xy=1x—xy=3.

Solucion
Sea la transformacion
{u = xy {x =u 1'1' v
vV=X—yXx =
Y u+v

Luego, la transformacion T: D* — D estd definida por

T(u;v) = (u + v;uiz)

En coordenadas u y v, la region de integracion en el plano UV esta dada por
D ={(u;v) ER? / 1<v <3, 1<uc<3} (Fig.537)

VA y xy =3

xy=1

Fig 5 37
El Jacobiano de la transformacion es
Ju;v) = 00iy) v “u - !
a(u; v) W+v)? (u+v)? u+v
Por tanto,

A(D) =J‘f dxdy =Jf|j|dudv = ijj;;l_—adudv
D D~

3
= f [In(3 + v) — In(1 + v)]dv = (6 In6 — 14 In2)u?
1

x :
Ejemplo 27.- Calcule ] = ﬂ’ —dxdy, donde D es la regioén limitada por las
y
D

hipérbolas xy = 1, xy = 2y porlasrectasy = x, y = 4x
Solucién

250
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Sea la transformacion

u
{u =Xy x =—
v
v =
Y y=v (v>0)
Para las fronteras de la region D (Fig. 5.38b), se tiene:
u

Si y = x, entonces v = —, esto es, V2 = u
v

u .
Si y = 4x,entonces v = 4 (—) ,esto es, v = 4u
v

u
Si xy = 1, entonces (;—) v=1,estoes,u=1

I

u
Si xy = 2, entonces (—) v=2,estoes, u =2

v .
Luego, para la transformacion T: D* — D, laregion D esta dada por
D ={(wv)eR* Vu<v<2Ju, 1<u<2} (Fig 5.38)

VA

Fig. 5.38a Fig. 5.38b

u
El Jacobiano de la transformacion T{(u; v) = (—; v) es
v

axy) |1 T
](uiv):——_—‘: v vi|l==
owv) |g Y

o x z oravu g 3
Por consiguiente, | = ff—dxdy =f f (—J—dvdu = -
y 1 \/a ves v 4

D

Ejemplo 28.- Calcule ff («/4 —x%—y? 4+ x)'dA , donde la regién D es
D

D ={(x;y) ER*/ x* +y* < 2y}
Solucidén
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En coordenadas polares (x = rcos 8, y = r sen 8), laregion D se transforma en
D={(;6)/ 0<0<m 0<r<2send}(Fig. 5.39)
Luego, se tiene:

n r2senf
[=[f< 4-x2~yz+x)dA=f f (V4 —7r2+rcos@)rdrdf
s o Jo
T

8
=f {——)Los?9$+—sen 6 cosf + }d@
, L3 3

14

8 (" 2 8
= -~f |cos381d8 + {—sen‘*@ + ,9]

3
B 8fﬂ/2 sod0 4 [ A 8(4>+8n' 8m 32
BRI oS0 3 33/73 7379
90¢,
=2send
>X
Fig. 5.39 Fig. 5.40

Ejemplo 29.- Calcule ff ’1 —~—-—;D—z— dA, donde

{(xy)EIR’x‘/—erq..l}

Solucion
2 12

X
La frontera de la region D es la elipse (a) + (%) =1

Al utilizar la transformacion a coordenadas polares, se tiene

.
Z{:TCOSG {x=arcos€
%zrsenG y = brsenf
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Asi. la region de integracion en coordenadas polares esta dada por
D'={(r;0)/0<0<2r 0<r<1) (Fig 5.40)
El jacobiano de la transformacion es
L 0xy) acost —arsen k

J(r;8) = = O3 p sen 6y _ abr

‘ d(r;0) lbsen®  brcost
Luego, se tiene

X2 yz w/2 1
l-—-i3 dA=4f f V1=72|)(r;0))drdo
Q 0

2abm

/2 ,1
-—-4[ f V1 =r2abrdrdf = 3
0 0

. " —_y2 2 . .
Ejemplo 30.- Calcule ff e~ TTYIdA, donde D es la region en el primer
b
cuadrante acotado por el circulo x# + y? = a? y los ¢jes coordenados.

Solucion

Al transformar la region a coordenadas polares, se tiene
: T

D ={:0) /0<0 <5, 0=7< a} (Fig.5.41)

Luego, se tiene

2.2 w2 pa 2 w )
I = ﬂ e~y g A =f j e rdrdd =—(1—e™)
5 o 0 4

0 0=0 X

X r=2send
Fig 541 Fo 542
Ejemplo 31.- Halle el volumen del solido S limitado por el cono z* = x* + y* y

el cilindro x* +y* —2y =0

o
W
(")
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Solucién

El solido S es la superficie sombreada en la Fig. 5.42, donde la region de
integracion es el disco D cuya circunferencia frontera tiene ecuacion
x2+y?-2y=0ox+(y-1)% =1

En coordenadas polares r y 8, la ecuacion de la frontera de la circunferencia se
convierte en r?—2rsenf =0 r =2senf. Luego, la region D se
transforma en

D'={(r;0)/ 0<6<m 0<r<2senB} (Fig. 5.43)

Asi, el volumen del sélido S es

V(s) = ffD [\/x2 +y2 — (=/x*+ yz)]dA

= ZI—[\/x2+y2dA= ZUrZ drdé
D D>

n/2 r2senf 64
=4f f r? drd = —u®
0 0 9

Ejemplo 32.- Halle el volumen del sélido S

que esta limitado por el cilindro x? + y? = 4 Fig 543
y el hiperboloide x? + y? — z2 =1
Solucién

Al hacer z = 0 en la ecuacién del hiperboloide, se obtiene x? + y* = 1. Esto
significa que la region de integracion, es el anillo circular comprendido entre las
circunferencias x> + y? = 1 y x% + y? = 4 (Fig. 5.44), es decir,
D={(x;y) eR? /1< x*+y2 <4}

Fig. 544 . Fig. 5.45

Luego, el volumen del sélido § es
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:ff[\/'xzwLyz—1—~(~\/x2+y2—1)]d/1ZZIIW(M
D

En coordenadas polares la region de integracion es
D*={(r;8) /J0<6<2m 1<r<2}
Por consiguiente, el volumen del solido es

2m 2
V(s) = 2] j Jr? = 1rdrdf = 43mu?
0 1

Ejemplo 33.- Halle el volumen del solido limitado superiormente por la
superficie esférica x* + y? + z% =4, inferiormente por el plano XY vy
lateralmente por el cilindro x? + y? = 1

Solucion

El sélido S se encuentra bajo la superficie esférica y arriba del disco circular
D={(x;y) €R?/ x*+y* <1}

En coordendas polares la region de integracion es
D ={(r;0) eR?*/ 0<6 <2m 0<r<1} (Fig. 5.45)
Por tanto, el volumen del solido S es

— 2m p1 /_*___‘_ 2 _
V(S)zf \/4~x2~y2dA=f f\/4~r2rdrd9:;;(8—3\/3)nu3
) o Jo 2

EJERCICIOS
1.- Calcule las siguientes integrales iteradas
2 pJa-y? 4
a) [ VX2 4 y? dxdy R, —
0“0 3
2 ~v4-x? - .
b) f j e~ YY) dydx R'E(l —e™
NE ) )
¢) f sen (x* + y*)dxdy d) f f sen (x* + y?) dxdy
-Vr —\/71 y~ \/18 ye
2+4-y? _ 64(3m — 4)
e)I—J’ J‘ V16 — x? — y? dydx R. [ =——
2- \/4_)/2 9
vy _
f f f (x% + y®) V2 dxdy R.vV2-1
0’y
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161

g) ff,/x2+y2d.4; D:x*+y* <4 -3
D

V2 1
h) ﬂxydA; D:OSyS—E—, y < x < /1~ y? (sector circular) R. 1

D

~2a p2ax-x? 1

i) J f dxdy R. —=ma®
o Jo 2

- En los siguientes ejercicios, use las transformaciones indicadas para calcular |

mtegral doble dada.

a) Calcule fj cos

1
x+y=1 x=0 y=0 R.sen(i)

12 12
b) Dada la funcidén f(x;y) = {\/(x Dt o-Dy=l
Ji—4x -1~ (y-12,y>1

dxdy donde D es la region limitada por

halle f f(x;y) dA, siendo D la region limitada por las curvas

S5t
y=1—-y2x—x% y=1+4+2/2x—-x* R. —

Sugerencia: Use la transformacionu =x -1, v=y—1
c) ff ev**2YdA, si D es la region limitada por las rectas x + 2y = 4,

D
x -2y =0yeleje X.

R. 3 + e? Sugerencia: hacer x = u* + v?, y = uv

y? cos xy e .
d) ff — dxdy ;donde D es la region limitada por las parabolas

D
xt=y, yP=x xt=4y, y?=4x

Sugerencia: Hacer x = u?v, y = viu
cos4 —-cosl6 cos4 —cosl

12 3

e) j f y dydx , donde D es la region limitada por las curvas

D

256



INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

x=5~—g~+e>’/2, x—y=e"? x+5=y+e¥? x+}§’=e3’/2

500
Sugerencia: Hacer u = x +22}--- eV? v=x—y-e¥? R. -5

e—1
2

Loet=x y_ .
) f f exty dydx, haceru=x+y. y=uv R.
0o 70

2) fj Vx? +y? dxdy, donde D es laregion en el plano XY limitado por
D

x2+y2:4' X2+y2:9 R. —

3.- Evaluar la integral doble de
z=f(x;y) = /x?2+y? en la region triangular
de vértices en (0;0), (1;0), (L; 1)
Solucion
Al hacer x =rcosf, y=r sen#f, se tiene

s
D*:{(Tig) /OSHSZ. OSrSseCG}

n/4 rsecH 1
Luego, I = f f r2drdf = -é(\/i +In(1 + V2))
o Jo

4.- Halle el area de la region limitada por las curvas
xy=4, xy=8, xy®=15, xy®*=5 R. 2 In(3) u?

5.- Encuentre el drea de la region en el primer cuadrante del plano XY, limitada
por las curvas x2 +2y? =1, x?2+2y®> =4, y=2x, y =5x

6.- Halle el volumen del sélido limitado inferiormente por el plano XY,
superiormente por el elipsoide de revolucion b%x? + b%y? + a%z? = a*b?

2
v lateralmente por el cilindro x* +y* —ay =0 R. [ = §a2b(3n — s

7.- En cada uno de los siguientes ejercicios, halle el volumen de S.
a) S es el solido limitado por las superficies
z=0, 2z=x*+y?% x*+y* =4 R.4mu’
b) S es el conjunto que se obtiene cortando una esfera de radio 4 conun

- . . . 32m 5
cilindro de radio 2 cuyo eje es un didmetro de la esfera. R.—3— (8 —3V3)u

¢) S es el conjunto limitado por el cono z? = x? + y? y el paraboliode
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n/2 r3 7,,2 91
3z=x%+y? R‘V=4I f (r———)rdrd9=——u3
o Jo 3 2

d) S esta limitado por las superficies z = x y 2z = x* +y? R.(r/4)u’

e) S esta limitado por las superficies z2 = x2 +y?%, y=0, y=x, x =a

VZ +In(1 +V2)a®
R. 3 u3

8.- Calcule J’f e***¥* dA, donde D es la region acotada por los circulos
D

x*+y*=1y x2+y?2=9 R. me(e® — 1u?
xzyz )
9- SeaDelanillol < Xz +y2 < 2.Calcule [f md?&'d}’
D

Encuentre el volumen del s6lido acotado por los cilindros

y=x% y=x3 ylosplanos z=0, z=1+3x+2y R (61/210)u3

dxd
10.- Calcule la integral jf m;—%-};;)—;, donde D es el tridngulo con
D

vértices (0;0), (2;0), (1;V3) R. ?arctan(%)

11.- Halle el volumen del sélido acotado por las superficies

1
z=x%+y? y z=5(x2+y2+1) R.

NI

12.-Use coordenadas polares para obtener J j f(x;y)dA parala funcioén f
D

y laregion D dada.

1
a)flx;y) = m D es la region en el primer cuadrante entre los circulos

T sa
2 2 e 2 2 2 _ K2 —_ —
x*+y*=a*yx*+y*=b% 0<a<b R. zln(b)

b * Desl i6n del ejercici R nl (b)

YO y) = SO es la region del ejercicio a > niZ
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13.- Halle el volumen de la regién situada sobre el disco x* + (y —1)* <1y
acotada por arriba por la funcion z = x* + y*  R. (3m /2)u®

x* },4
14.- Calcule fj xy (; + b~2-> dxdy , donde
D

x4 }/4
D:{(x;y)eRz/ EEJ‘EESL x =0, yZO}

2 2

: o . o y ~ abrm
Sugerencia: Use la transformacion — = r cos 6 T r sen 8 R.~37
i a

15.- Halle el volumen encerrado por las superficies definidas por las ecuaciones

) , , B 3rat
x“+y =cz, x*+y-=ax, z=0 u”
32c
arb dxdy 1 ab
16.- Pruebe que ~ . vz = arctan (m)
o Jo (c+x%+y%) c cva? + b? + ¢?

Sugerencia: Use coordenadas polares.
17.- Halle el volumen del solido en el primer octante acotado por los cilindros
parabolicos z=9—x%, x=3-3%, y=0, x=0 R. 4863 /35u°
18.- Halle el volumen del solido limitado por el plano XY, el cono z% = x? + y*

y el cilindro x? + y? = 2ax R. —9—a3u3

19.- Calcule el volumen de cada una de las siguientes regiones
a) La region entre el paraboloide a?z = H(a? — x* — y?) y el plano XY

nHa®
- 2 u
b) La porcion del primer octante de la region del cono a*y* = h?(x* + z%)
mathy
entrey =0¢ y=nh R. ( v )u

20.- Calcule el volumen de los solidos descritos, usando integrales dobles v
coordenadas polares.
a) Interior del cilindro x* 4+ y* = a® entre el plano z = 0 y z = x en la cual
xz0

R. —a®u?
3
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b) Interior del cilindro x? + y2 = a?, entre z = 0y a®z = h(x? + y?)
R. gazh ud
c) La region entre la esfera x2 + y? + z? = 4a? y el cilindro x? + (y — a)* = a?

16
R. ~(—3—a3(37r - u?

55 APLICACIONES DE LA INTEGRAL DOBLE

CENTRO DE MASA DE UNA LAMINA
Cuando se usa integrales simples para encontrar el centro de masa de una lamina
homogénea se considera solamente laminas de densidad de 4area constante.
Emplearemos ahora integrales dobles para determinar el centro de masa de
cualquier lamina homogénea o no homogénea.
Sea D una lamina que tiene la forma de una regién cerrada en el plano XY, y sea
p la medida de densidad de area de la ldmina en cualquier punto (x;y) de D,
donde p: D € R? - R es funcién continua sobre D.
La masa total de la ldmina D esta dada por

M= [[ i vyas ,
D

1. El momento de masa de una lamina D con respecto al eje X esta dado por

W=ﬂw%ﬂM
D

2. De manera similar, el momento de masa de una ldmina D con respecto al eje Y
es

m=ﬂmmww
D

Por tanto, ¢l centro de masa de la lamina es el punto (x;y), donde

My Ml xpGivyda  my [l yp(xiy)da

=2

%= ,
M ff, plxy)da Mo [l pGxy)da

Ejemplo 34.- Una lamina que tiene la forma de un tridngulo rectangulo isosceles
tiene una densidad de area que varia con el cuadrado de la distancia al vértice del
angulo recto. La masa se mide en kg. y la distancia se mide en pies. Si la longitud
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de cada cateto del tridngulo isosceles mide a pies, encuentre la masa y el centro
de masa de la lamina.
Solucién
La densidad de 4rea de la lamina triangular en todo punto (x;y) es
p(x;y) = k(x* +y?)
Como se muestra en la figura 5.46, la regién D esta dada por
D={(x;y)€ER* /0<x<q 0<y<a-x}
Luego, la masa, el momento de masa con respecto al eje Y y al eje X de la [amina
son:

a a—x 1
M= ff k(x* +y3)dA = kf f (x% + y¥)dydx = = ka*
) o Jo 6
a a—x 1
My = H xp(x;y)dA = kf f x(x?* + y))dydx = Eka5
7 o Jo

1
My = ﬂ yp(x;y)dA = i—s-ka“”
D

. o __ My My 2a Zay
Por tanto, el centro de masa de la ldmina es (x;y) = (“M” ; —1\7) = (— s

(a;0)

Fig. 5.46 ) Fig. 5.47

Ejemplo 35.- Encuentre el centro de masa de una lamina homogénea (de densidad
constante) que tiene la forma de la regién limitada por la parabolay =2 — 3x? y
larecta3x+2y—-1=0

Solucién

Como se muestra en la figura 5.47, la regiéon D limitada por la pardbola y la recta
esta dada por

261



CALCULO 111
. 1 3 1
D:{(x;y)elRiz/ §—§x£y£2—3x2, —§_<_x£1}

La densidad de la lamina en todo punto (x;y) € D es constante ¢ igual a p.
Luego, la masa y los momentos con respecto a los ejes coordenados son

1 2-3x? 27
M= j f pdydx = —p
“1/2 1-23x 16
27

1 2-3x° 27 1 2-3x°
M :J f pydydx = —p, M, :f j pxdydx = —p
X 12 1—23x 20 12 1—23x 64
14
4's)

Por tanto, el centro de masa de la laminaes (x;y) = (

Ejemplo 36.- Encuentre el centro de masa de una lamina semicircular de radio a,
si la densidad de la lamina en cualquier punto P(x;y) es proporcional a la
distancia del punto P al centro del circulo.
Solucion

La densidad de la lamina en cualquier punto
P(x;y) esta dada por A

plx;y) = kyx? + y?

Como la Jamina es simétrica con respecto al eje
Y (Fig. 5.48), entonces el centro de masa esta
sobreeleje Y. Asi, x =0

En coordenadas polares la lamina semicircular
esta dada por

Fig 548
D ={(r;0)/0<8<m 0<r<a}
(Fig. 5.48)

Luego, la masa y el momento con respecto al eje X son

T ora Bk
M =f f k\/rwzrdrdG I
o Y0 3

T ra ka4
My = j f (kr)r(r sen 0)drdf = -
0 Jo

_ 3a
Por tanto, el centro de masa de la lamina semicircular es (X;y) = (0; E)
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EJERCICIOS

1.- En los siguientes ejercicios encuentre el centro de masa de una limina que
tiene la funcion de densidad p y la forma de la region limitada por las curvas
dadas.

12 3
a)y =+x, y=0, x =4; pesunaconstante R. (—S—Z)
byx?—y?*=1, x=3; p(x;y) = x

)x?+y?=64; p=x?+y? dy=x3 y=+x; p=2x

e)y =0, y=vVa% —x% p =3y Dy*=x, x=y+2; p=xty?
2a 2a

g)\/z-%\/_};r-\/a, x=0, y=0;,p=xy R(—(—;—,—&)

hyx2/3 + 923 = 23, x =0, y=0; p=x%y?

2.- Encuentre el centroide de las siguientes regiones planas, la densidad es cte.
a) La region en el primer cuadrante entre x = 0, x = 1 y entre

y=x-x% y*®=4x R: (?352>
7 70'70

b) La region en el primer cuadrante fuera de la parabola y? = 2x e interior

al circulo y? = 4x — x?

(307{ — 88 2 )
53m—-8)'3r -8
c) El area en el primer cuadrante acotado por la curva y = x* y larecta
4 R 16 64)
y=ooon (15 ‘21

d) La region en el primer cuadrante acotada por la curvay = 5x% — x* y la

rectay = x
3.- Encuentre la masa de un plato cuadrado de lado a, si su densidad es
proporcional al cuadrado de la distancia desde un vértice R. 2ka* /3
4.- Encuentre la masa de un disco circular de radio a, si la densidad es

proporcional al cuadrado de la distancia desde un punto sobre la
circunferencia al centro. R. kma* /4



CALCULO III
MOMENTOS DE INERCIA DE UNA LAMINA

Definicién 9.- Si una particula de masa m |
se encuentra a d unidades de la recta L,
entonces el numero I, = md? se llama m
momento de inercia de la particula
respecto a L. ,

El momento de masa de una particula se O
llama usualmente el primer momento y el
momento de inercia, el segundo momento
de la particula respecto a L. L
Un sistema de n particulas de masas
my, my,..,m,, situadas a distancias
d,,d,, ..., d, respectivamente desde una recta L . tiene un momento de inercia I
que se define como la suma de momentos de las particulas individuales.

n

i=1

Fig. 5.49

De igual manera que para los momentos de masa de una ldmina, se puede obtener
los momentos de inercia de una lamina D de densidad p:D < R®* - R con
respecto a los ejes coordenados X e Y.

Estos momentos de inercia de una ldmina que tiene la forma de una region plana
D y una funcion de densidad p: D © R* —» R, con respecto a los e_|es X e Y estan
dados por

b= [ owivaa, 1 = [ wpyiaa
D

El momento de inercia de la lamina alrededor del origen o el eje Z estd dado por

Io = Iy + Iy = jf (2 + y?)p(x; y)dA
D

Observacion 5.- Si D es una lamina en el plano XY que tiene una densidad
continua p:D < R? —» R, entonces los primeros momentos M;,M, de D en
relacion a las recta x = a, y = b estan dados respectivamente por

_ l [ - @ptyyan, mg - [) [o- b)p(x:y)dA
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Observacion 6.- Los momentos de inercia de una lamina D respecto de las rectas
Li:x=a, z=0; Lyy=b, z=0; L3:x =a, y= b son,respectivamente:

i = [[or-@rpeenan: 1 = [[ o= pypenas
D D

12 = [[16e- 02+ & = 07y
D
Definicion 10.- El radio de giro de un objeto respecto de un eje L es el nimero R

I
dado porR = /_Xj[— ,donde I, es el momento de inercia de L y M es la masa total
N
del objeto.

Ejemplo 37.- Encuentre Iy y [y para la [dmina homogénea que tiene la forma de
la region D acotada por la curva y = y/x y por lasrectas y = 0, x = 4

Solucion
D={(x:y) /0<y<+x 0<x<4} 7Y
(Fig. 5.50)

Puesto que p es una constante, se tiene

4 rVx 64
2 2
1x=ffpy dA:f f py“dydx =1=p
5 [

v 256
Iy =prx2dA :j J' pxidydx = —p
D 0 Jo 7

Ejemplo 38.- Una lamina rectangular homogénea limitada por las rectas y = 0,

y=bh,x =0y x = a tiene una densidad de area constante de p kg /pie®. Halle

el momento de inercia de la lamina con respecto a una esquina.

Solucion

Sea D la lamina rectangular homogénea mostrada en la figura 5.51. esto es
D={(x;y)ER? J0<x<a 0<y<bh}

Luego, el momento de inercia de la lamina con respecto a una esquina (origen de

coordenadas) es

Fig 550

_ 1 . )
Iy = ﬂ(x2 + y4)pdA = §pab(aZ + b?)
D
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Fig. 5.51 Fig. 5.52

Ejemplo 39.- Halle el radio de giro de una lamina semicircular de radio a con
respecto a su didmetro, si la densidad de la 1amina en un punto es proporcional a
la distancia entre el punto y el didmetro.

Solucién

Como la densidad de la lamina en cualquier punto (x;y) es proporcional a la
distancia entre el punto y el didmetro (eje X) (Fig. 5.52), entonces

p(x;y) = ky
Luego,
' a rva?-x? 2 a Va?-x? 4ka’
M=f j ky dydx = — ka3, Ixzf J ky? dydx =
-aJ0 3 ) —~a“0 15
Por tanto, el radio de giro R de la lamina est4 dado por
Iy 10
R= |==—qag=
m S a = 0,6325a

Ejemplo 40.- Encuentre el radio de giro de una ldmina homogénea que tiene la
forma de un tridngulo de catetosa y b, con respecto a un eje perpendicular al
plano del triangulo que pasa por el vértice del angulo recto.

Solucién

El tridngulo de catetos a y b se ilustra en la Fig. 5.53, donde la ecuacién de la
a

hipotenusa es y = -—Ex +a

Como la densidad de la lamina es constante p, entonces la masa y el momento de
inercia con respecto al eje Z son, respectivamente:

b —%x+a pab
M=jfpdA=ff pdydx = ——
o Jo 2
D
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b ~%x+a b
I; = f[ p(x? +y*)dA = p[ f e yH)dydx = %(az + b?)
5 0 Y0

z

Fig. 5.53 Fig. 5.54

Por consiguiente, el radio de giro de la lamina con respecto a su eje perpendicular

€s
R = I; Va*+b?
M- Ve

Ejemplo 41.- Una lamina homogénea de densidad de area p kg/ pie? tiene la
forma de la region acotada por un tridngulo isdceles que tiene una base de
longitud b y una altura de longitud h. Encuentre el radio de giro de la ldmina con
respecto a su eje de simetria.

Solucién

El trrdngulo iséceles se muestra en la figura 5.54, donde la ecuacion de uno de los

2
lados iguales es y = — Fx +h

Luego. la masa y el momento de inercia con respecto al eje Y son respectivamente

b/2 h-%x phb
M=ﬂpdA=2pf j dydx = —
f 0 0 2

b/2 h—-—zbﬂx phb3
Iy = ffp(x —0)3dA = 2pf f x*dydx =
0 0
D

48

Por tanto, el radio de giro de la ldmina con respecto a su eje de simetria es

O
UM T 12
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Ejemplo 42.- Una lamina rectangular ABCD tiene
funcion de densidad p. Encuentre el radio de giro
de la ldmina respecto al lado AB si p es constante.
Solucion

El rectangulo ABCD se muestra en la figura 5.55.
Luego, se tiene:

Fig. 555

|4D| 14B]
M=ffpdA=pf f dydx = p|AB||AD]
0 0
b

|AD| ,lAB| ABIAD 3
Lig = ff x2pdA = pf f x3dydx = pIABIIADY
D 0 0 3

Por tanto, el radio de giro es

lua _ 1401
NZAE

EJERCICIOS

1.- En los siguientes ejercicios encuentre la masa y el centro de masa de la lamina
dada, si la densidad de 4rea es como se indica.
a) Una lamina tiene la forma de la region rectangular acotada por las rectas
x =3, y =2y los gjes coordenados. La densidad de area en cualquier
punto es xy?

R 1‘2k -2'3)
Ak (2

b) Una lamina tiene la forma de la region acotada por la parabola x* = 8y, la
rectay = 2y el eje Y. La densidad de area varia con la distancia a la recta
_ 176 35 _ 102
y=-t R 35 ko (5597
¢) Una lamina tiene la forma de la region acotada por la curvay = e*, x =1
y los ejes coordenados. La densidad del érea varia con la distancia al eje X.

p k(e?=1) (1 4(e’ -1
' 4 "\2'9\e? -1

d) Una lamina tiene la forma de la region en el primer cuadrante acotada por el
circulo x2 + y? = a® y los ejes coordenados. La densidad del area varia

con la suma de las distancias a las dos orillas rectas.
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2 o 3a(2 +m) 3a(2+m)

3 ( 32 ' 32 )

e) Una lamina tiene la forma de la region acotada por un triangulo cuyos lados
son los segmentos de los ejes coordenados y la recta 3x + 2y = 18. La
densidad de area varia con el producto de las distancias a los ejes
coordenados.

R.

2.-Halle Iy, Iy y I para las regiones dadas. Considere p = 1
a) La region limitada por la parabola y* = 8x y larectax = 2
b) La region limitada por la grafica de la ecuacion |x| + |y] =1 R. 1/3, 1/3,2/3
¢) La regioén limitada por la gréfica de la ecuacion [x] + [y] =1

3.- Una lamina rectangular ABCD tiene una funcion de densidad p. Encuentre el
radio de giro de la lamina respecto a:
a) AB si la densidad en el punto P es la suma de las distancias de P a AB y BC.
b) La recta perpendicular a la [amina en B, si la densidad en un punto P es la
suma de las distancias de P a AB y AC.
¢) La recta perpendicular a la lamina en su centro de masa, si p es constante
‘ R |BD|
V3
4.- Una lamina circular con centro en el origen y radio a, tiene una funcion de
densidad p. Encuentre el radio de giro de la lamina respecto a:
a) Un didmetro, si p es constante R. a/2
b) Una perpendicular a la lamina en el origen, si p es constante

¢) Una tangente, si p es constante R. aVv5 /2

5.- Una lamina tiene la forma de un tridngulo con lados de longitud a. b v c.
Suponiendo que p es una‘constante, encuentre el momento de inercia de la
lamina respecto al lado de longitud c.

3

c
R. T (h es la altura sobre el lado c)
2 2
6.- Calcule el momento de inercia de la elipse = + i 1
. . wa3b
a) respecto aleje Y R. 7
) mab T
b) respecto al origen de coordenadas. R. T (a® + b°)

269



CALCULO 111

7.- Calcule el momento de inercia del area del circulo
(x —a)? + (y — b)? = 2a?, respecto al eje Y. R. 3ma*

8.- Calcule el momento de inercia del area de la figura limitada por la parabola
y?=axylarectax = arespectoalarectay = —a

9.- Halle el momento polar de inercia de la region F en el plano XY limitado por
x?2—y?2=1, x*—y?=9, xy=2, xy =4, ladensidad p = 1
Sugerencia: hacer u = x2 — y?, y = 2xy R. 8

10.- Calcule el momento de inercia de la superficie limitada por la hipérbola
xy =4 ylarectax +y = 5 conrespectoalarectay = x
Sugerencia: La distancia desde el punto (x;y) alarectay = x es igual a
d=""2 R.16 029>
V2 ' 8

11.- En una lamina cuadrada de lado a. la densidad es proporcional a la distancia
hasta uno de sus vértices. Calcule el momento de inercia de dicha lamina con
respecto a los lados que pasan por este vértice.

12.- Halle 1a masa, centro de masa, momento polar de inercia de la ldmina D cuya
densidad p se da por:
a) D limitada por y=0, y = sen x, 0 £ x < &, p varia con la distancia al eje X.
s s 16 T

R M=—, —:'_: —::—’ = 4 ——
7 Xy Yoy =3t

b) D limitada por y =e%, x =1y los ejes coordenados, p varia con la
distancia al eje X.
¢) D limitada por la cardioide r = 2(1 + cos8),p = k

_ 20
R. M = 6km, X=3 y=0

d) D acotada por una rama cerrada de 7* = a® cos 26, densidad p = k

R M_ka2 __am o _ka"'n
MET AT YT T e
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AREA DE UNA SUPERFICIE

El método dado en la seccion 4.5 de Tépicos
de Cdlculo Vol. II solo fue aplicado para
calcular el drea de una superficie de
revolucion. Ahora se presenta un método
general para determinar el drea de la porcion
de la superficie z = f(x;y) que se localiza
sobre una region D del plano XY.

Sea f:D c R* » R una funcién no negativa,
con primeras derivadas parciales continuas en

la region cerrada D en el plano XY. El area de la superficie z = f(x; y) que esta

sobre D (Fig. 5.56) esta dada por la formula

A(S)—ﬂ\/lJr Zi +(g§)2dA

Observacion 7.-

O

i) Si fuera mas cémodo proyectar la superficie S sobre el plano XZ, se usa la

formula

o= (%)

2

dy z

(1

donde D’ es la region cerrada en el plano XZ.

ii) Si la proyeccion de la superficie S esta sobre

10| jl +(Z) +(Z) ol

el plano YZ, se usa la férmula

N

ii1) Si la funcidn esta definida en forma implicita por la ecuacion

F(x;v;z) =0; z= f(x;y); entonces, el
con base D en el plano XY es dada por

A(S) _f

JE?E+ (B + (F)?
[E,|

dAj|...
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Ejemplo 43.- Halle el drea de la parte de la esfera x? + y? + z? = 4 que se
encuentra arriba del paraboloide x? + y* = 3z
Solucion
La esfera y el paraboloide se cortan en z = 1. Luego, la superficie de la esfera que
se encuentra arriba del paraboloide estéa arriba del circulo
D:x* + y? <3, esto es,
={(x;y) eR* —V3<x<V3, —=V3-x2<y<V3-x?}(Fig.5.57)
Al despejar z en la ecuacion de la esfera, se obtiene
z=flay) =4 —x=y?

Al usar la formula (1), se tiene
a = [ [1+(Z) +(Z) aa
)= ax) dy
D
/ x? v dA
ey e
\ 4—xt—ys 4d—x*—y* 4 —x?2—y?
D D

Al pasar a coordenadas polares. resulta

2n rdrd& . .
A(S) = 2[ J —f (=2)dO = 4mu~
V4 — rz 0

z=\/4—,‘c2 ;))Z

Fig 557

Ejemplo 44.- Determine el drea de la parte de la esfera x* + y* + z* = 2ay que
es cortada por un manto del cono y? = x* + z2

Solucién

La esfera y el cono se cortan en y = a. Luego, la proyeccion de la esfera
y=flx;y) =a+Va* —x?—z? que se epcuentra arriba del cono sobre el
plano XZ proporciona la region
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D= {(x; zZ)ER*/—a<x<a —-Va?—-x2<z<Va?- xz} (Fig. 5.58)

Al aplicar la formula (IT) a la funcién y = f(x;y) = a + Va? — x? — z? , se tiene

A(S) = lj \/1 + (%)2 + (%JZ*])Z dA = lf——&,—iz—_-;d/q

Al pasar a coordenadas polares, se obtiene

A(S) = drdf = 2ma®u?

2 ra r
a -
Ejemplo 45.- Encuentre el drea de la parte del paraboloide x? + y? = 8 — z que

estd comprendida entre los conos
2

z
x% +y? =722, x2+y2=—z yz>0
Solucién
El paraboloide z =8 —x% —y? yelcono x?+y? =7z secortanen z =1
2
z
(z > 0),y el paraboloide y el cono x2+y?= 7 se cortan en z = 4 (Fig.5.59).
Luego, la proyeccién de la porcién del paraboloide comprendido entre los conos
sobre el plano XY proporciona la region D que se muestra en la figura 5.60.

Fig. 5.60

0
Como Fivi —2x, =— = —2y,el area de la superficie S esta dada por

ACS) =H j1+(g—i)2+(93)2 dAzﬁ\/mdA
D D

dy

Al pasar a coordenadas polares, se obtiene
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n/2 N7 T
A(S) = 4f f J1+ 4r2 rdrdo = 5(29\/2‘9‘ — 17V17)u?
0 2

Ejemplo 46.- Halle el drea de la parte del cono y* + z? = 3x?% que se encuentra
arriba del plano YZ e interior al cilindro y? + z? = 4y

Solucion
La regién D en el plano YZ interior al cilindro se muestra en la figura 5.62 y esta
descrita por

Dz{()’il)E}RZ/OSySIl, —J4y—y2<z< /4y—y2}

A

r=4cosb

(y~2)+2%=

Fig. 5.61 Fig. 5.62
Al despejar x en la ecuacion del cono, se obtiene

2 ;2
x=f(y:2)=fy ;Z

Asi, el area de la superficie S que se muestra en la figura 5.61 es

o= [ 1+ () + () an- [ o

Al pasar a coordenadas polares, la region de 1ntegrac16n esta descrita por

s A
D = {(r;g)/o Sr<é4cosf, —5<0< ;} (Ver Fig.5.62)

Por tanto, el area de la superficie S es

n/2 f4cosf 2 8 2
AS) = || =dA = ZJ f —-——rdrd@ =
®) ff 3"
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Ejemplo 47.- Halle el area de la parte del cilindro z? + x? = 16 que se encuentra
arriba del plano XY e interior al cilindro x? + y? = 16

Solucién ‘

La parte del cilindro z2 + x? = 16 que se encuentra arriba del plano XY e interior
al cilindro x? +y? = 16 en el primer octante, se muestra en la figura 5.63 y su
proyeccion sobre el plano XY esta descrita por la region

D= {(x;y) ER?/0<x<4 0<y<+16—x2} (Ver Fig.5.64)

4

Vi6-x

L

\x2+y2 =16

Fig. 5.63 Fig. 5.64

Luego, el drea de la superficie z = V16 — x? es 4 veces el area de la superficie S
que se muestra en la figura 5.63, esto es

A(S) :4gjl+(g—z)z%<g—§)z dA = 4[]%&1

D

) 4 ~yJ16-x2 1 .
= 16[ f :dydx = 64u?
0 Jo V16 — x?

Ejemplo 48.- Calcule el area de la parte del cilindro x* + y* = 16 que se
encuentra entre los planos z = x, z = 2x, en el primer octante.

Solucién

La parte del cilindro que se encuentra arriba del plano XZ, se muestra en la figura
5.65 y su proyeccion sobre el plano XZ esta descrita por la regidn

D={(x;z) eR*/0<x<4, x<z<2x} (VerFig. 566)
Por tanto, al usar la formula (1I), el drea de la parte del cilindro

y = f(x;z) = V16 — x? esta dada por
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z=2x

v

. s=2x -
Fig 565 Fig. 5.66

A(SJ—HJH - + ay iA*ﬁ} — = _io0da

4 4 ~2x 1
| S Y o L S
.[)f 16“—X2 o0 Jx 16"3(2

EJERCICIOS
- Halle el drea de la superficie que se forma cuando los planos x = 0. x = 2,
y=0,y=4coranal planoz —2x -y =5

2.- Halle el area de la porcion del cilindro x* + y? = 4 comprendido entre el
plano z = 5x y el plano XY. R. 80

3.- Halle el area de la porcion de la esfera x? + y? + z* = 8y que esta dentro del
paraboloide 5y = x* + z* R. 40m

4.- Halle ¢l area de la parte del paraboloide y* + z* = 8x interceptada por ¢l
cilindro parabélico y* = 2x y el plano x = 6 R. 224ma* /9

5.- Halle el area de la superficie que se forma cuando los planos x = 0, x = 1.
y =0,y = 1cortanal plano 2x +y + z = 4 R. V6

6.- Halle el area de la superficie que se forma al cortar el cono x% +y? =z por
elplanox +y =4
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7.- Halle el drea de la porcion de la superficie que s¢ forma al cortar la esfera

x% + y* + z% = 4x por una hoja del cono y? + z2 = x? R. 87
v ' x y =z ,
8.- Halle el area de [a parte del plano — + 5 + ~ = 1 comprendida entre los
a b o<
1 —— —
planos coordenados R. 5\/a2b3 +b2c? + a*c?

9.- Calcule ¢l drea de la parte de la esfera x* +y* + (7 — 4)* = 16 quc esti
dentro del cono z# = 3x* + 3y~

10.- Halle el area de la parte del cilindro x? + y? = «¢* (z > 0) comprendida entre
jos planos z = 5x. z = 2x R. 12¢a°

I'1.- Calcule el area de la parte del cono x?* + y? = 3z° que se encuentra arriba
del plano XY e interior al cilindro x? + y? = 4y

Tu?

8Y3
R.
ol
12.- Halle el area de la porcién de la esfera x* + y* + z* = 36 que esta dentro
del cilindro x? + y? = 9

13.- Encuentre el area de la parte de la esfera x* + y? + (z — 2)* = 5 y que esta
fuera del paraboloide x2 + y? = 3z

14.- Calcule el area de la parte del cilindro x* + y? = 2Zax comprendida entre el
plano XY vy el cono x* + y* = z* R. 8a*

15.- Halle el drea de la parte de la superficie z = x* — y* que esta dentro del
cilindro x? + y? = 4

16.- Halle el area de la parte de la esfera x? + y2 + 22 = 4z y que esta dentro del
paraboloide 3z = x* + y?

17.- Calcule el area de la parte de la esfera x* + y? + z? = a? cortada por el

LoxP oyt , b
cilindro — +—==1 R. 8a“ arcsen (—)
a?  b? a

18.- Sea D la region en el primer cuadrante del plano XY que esta limitada por
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X2 y?
graficas de T + T 1, x =0, x =2, y = 0. Halle el arca de la parte

de la esfera x* 4+ y? + 2z = 16 que estd sobre D,

19.- Halle ¢l drea de la parte del cono x? = y* + 2z, situada dentro del cilindro
x% + y? = 2ax. Sugerencia: Use coordenadas polares R. 3ma®

20.- Encuentre ¢l area de la parte de la esfera p = a, que esta dentro del cono

¢ = R. ma*®

21.- Halle el area de la porcion del plano x = z que esta entre los planos y = 0,
xt y? z? 72
v = 6 y dentro del hiperboloide e~ %8 + 5= 1 R.-S— [2 +V2In(1 + \/E}
22.- Halle el 4rea de la parte del cilindro y* = 4x cortada por la esfera

x? + y? + z* = 5x Sugerencia: Proyectar la superficie sobre el plano XY

23.- Sea D laregion en el plano XY limitado por las curvas xy = 1, 2x + 4y = 9
Establecer una integral iterada que se pueda usar para calcular el area de la

parte del cilindro y? = 2z que se encuentra sobre la region D.
9-4y

2 —
R. f f Vy? + ldxdy
1/471/y

24.- Halle el arca de la parte del paraboloide x* + y* = 3z que esta dentro de la
esferax? +y* 4+ 2z =9

25.- Halle el area de la parte del cono z = yx? + y? cortada por el cilindro
(x*+yH)? =a*(x* —y?) R. V2a*

26.- Encuentre el area de la parte del paraboloide z = x* + y* que esta bajo el
plano de ecuacion z = k

27.- Encuentre el area de la parte de la superficie que' se forma al cortar el plano
R V3904
2

3x + 4y + 62 = 24 por los planos coordenados
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28.- Calcule el drea de la porcion del plano x + y + z = 6, comprendida entre la
interseccion del plano con el cilindro x2 + y? = 9 hasta Ja interseccion del

n
W3(4-3)
plano con el plano XY, en el primer octante . R. ———E———uz
29.- Halle ¢l area de la porcion de la esfera x4 y* 4+ z? = 9 exterior al
paraboloide x* + y* +z =9 R. 6mu*

30.- Sea D laregion en el plano XY limitada por lasvectasy =x, x = ley =0
Encuentre el drea de la parte del cilindro 2z = x* que esta sobre D.
22 -1

3

31.- Halle el drea de la parte del cono z* = x2 + y? que estd dentro del cilindro
r? =4cos26 R. 82

32.- Sea D la region en el primer cuadrante del plano XY que estd encerrada por
las graficas x?> =4y, y> =4x, x+y =3, vy =3. Hallecl areadela

. 53v3\
porcion del planox +y +z = 10 que estasobre D. R. {12 — ETH u*

5.7 INTEGRALES TRIPLES
Las definiciones de la integral doble que se dieron en la seccion 5.1 se extienden

facilmente a funciones de tres o mas variables independientes.

Definicién 11.- Se dice que un conjunto U © R? es acotado, cuando existe un
paralelepipedo rectangular R = [a;b] X [c;d] x {e;f]. wl que U cR. El
paralelepipedo R pucde ser descrito como

R={(x;y;z)ER?® fa<sx<bh ¢c<y<d e<z<f}

Definicion 12.- Una particion de R es un conjunto de la forma
P - P1 X PZ X P3
= {[x,-_l;x‘J X [yj_1;yj] X[zp_yz] 1<i<n, 1<j<m, 1<k< q}

donde P; = {xq., ..., x,} es una particion del intervalo {a; b], P, = {yq, ..., Yt €5
una particion de [c; d] v Py = {Zg, . Zq} es una particion de [e; f].
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Observacion 8.-
i) Toda particién P del paralelepipedo R, divide en nmg sub-paralelepipedos de la
forma
Rk = v x) X [yjo1 ;] X [2-q; 22 ) entonees
P={Ry /1<i<n 1<j<m 1<k<g)
ity ElI volumen de cada sub-paraleiepipedo R,

Lk=1,..,9 A‘

parai=1,..,n j=1.,m
se denota por
A!jkv = Al‘xAijkZ

Se verifica que Az

)

D Bl = = = O ~ )
ik
iii) Se denomina norma de la particion P al

Fig RR7

numero
1Pl = méx{diag(Rj)/1<i<n 1<j<m, 1<k<q}

Definicion 13.- El conjunto de paralelepipedos Ry, de P que tienen al menos un
punto en comun con el conjunto U © R? se denomina particion de U, esto es
Py ﬁiR,,,\/Rl/,\ﬂU;&@ 1<ign 1<j<m, lSkSq}

FUNCIONES INTEGRABLES

Sca f:U < R* - R una funcion acotada en la
region cerrada v acotada U. Sea P una
particion de Uy sea Py = (x;Y;:7) un

punto arbitrario escogido en R, € Py, dc

modo que f (P ) estd bien definida. como se
ilustra en fa Fig. 5.68.
La Suma de Riemann de la funcion f

asociada a la particion £y cs

ZZZ/(X“V;JA)A,,AV Ziz f(xoy 2 )0xh yDyz

=1J=11=1 k=1 =11=1

m3

Definicion 14.- Una funcidn acotada f: U © R” - Roes imc”rai le Ricmann sobre
el conjunto acotado U, si existe un namero L con la propicdad de que. dado
>0, 36§ >0 .tal que
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ZZZf(X“y}'Zk)A xA,yAk7— Ll <e

=1j=11i=1
para toda particion Py con ||Pyl| < & v toda eleccion del punto Pjj; € R;j. Este
numero L es llamado integral triple de f sobre U v se indica con ¢l simbolo

= ff fOy; 2)dV = “Pnﬁ\ OZZZf(xl,V,JR)A XD yAyz
U -
U

1j=11=1

Teorema 2.- Si una funcion f: U € R* - R escontinua en el conjunto cerrado y
acotado U, entonces siempre existe la integral triple de f sobre U.

CALCULO DE INTEGRALES TRIPLES MEDIANTE INTEGRALES
ITERADAS

Sea D={(x;y) ER*/a<x<h, ¢;(x)<y<,(x)} una region cerrada en
el plano XY. donde ¢y, ¢,:la;b] » R son
funciones continuas con

$1(x) < ¢p(x),vx € [a; b]

Sea i, ¥, [a; b] — R funciones continuas en la

region cerrada D y que

D (x;y) S (6 y), V(x;y) €D i) .

Sea F.3. 569
U={xy;z) ERY Jasx<b, ¢(x) Sy <), P(xiy) €z<yo(xiy)}

una region cerrada en R* (Fig. 5.69)
Si f:U € R® - R es funcién continua en U, entonces la integral iterada de f es

b rpa(x) py(xay)
fff floy:2)dV = [ f f flx;y; z)dzdydx
i a 1) TP oy

Analogamente, podemos definir otras cuatro integrales iteradas de f(x;y;z) en
las que la primera integracion se efectué con respecto a una variable distinta de z.
Estas integrales son

f rg2(z) pHayiz) .
L ﬂ fGay z)dv =f f f f(xyrz)dxdydz
U e Jg H

(2) 1i2)
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ad koY) pHa(yiz)
2. ﬂ[ flx;y; z)dv :[ j f f(x;y; z)dxdzdy
c Tk Hy(y:z)
U

1)

Hy(z)

Ga(x:2)
J’f [y, z)dV = ff f f(x;y; 2)dydxdz
Hi(z) YGyz

b pko(x) pGy(xiz)
4. U f(x;y;z)dl/——:f f [ f(x;y; z)dydzdx
a Jk
U

1(x) YG(xaz)

PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LA INTEGRAL TRIPLE

. Si f,g:U c R®— R son funciones integrables en el conjunto acotado U.

entonces se tiene:

a) fuff cf (x;y;2)dV = cfuff f(x;y;2)dV, ¢ = constante
o [[Jreyn gy = [ ey« [[[ oz
U U U

2. Si fy g son funciones integrables en el conjunto acotado U, tal que
fOay z) = glx;y;z),V(x;y;z) € U, entonces ‘

g fCoy; z)dv = fuff g(x;y; z)dv

3. Si f es una funcion integrable sobre los conjuntos acotados A y B con
AN B = @, entonces fes integrable sobre AUB y

ff fy;,z2)dV = ﬂ flx; y,z)dV+ff f(x y;z)dVv

AUB

Ejemplo 49.- Calcule [f f(x;y;2)dV , donde U esta limitado por las superficies

z=0 v=0 y=x, x+y=2, x+y+z=3, flyz)=3

Solucién
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Setiene U = {(x;y;2) ER3/0<2z<3—x—y, y<x<2-y, 0<y<1}
Por tanto, .

]f[ fly; z)dv = fol Jj"y f;“x—ySdzdxdy =3
U

Ejemplo 50.- Calcule j] fx;v; 2)dV, donde U estd limitado por las

5upexﬁ€1esz—0 x? +z~1 yi+z=1, f(xyz)~z

Solucién

Laregion de integracion es

U={(xiy»;z) eR}/ —VI-z<x<Vi-2z, —-Vi-z<y<Vi—-z 0<z<1}
Por tanto,

1 ,vIiez 1z 1
fﬂ flxy;2)dV = f f f z¥dxdydz = =
i 0 J-Vi-z/-vi-z 3

Ejemplo 51.- Calcule ﬂ]‘ f(x;y;z)dV, donde U esta limitado por las
u

superficies y? + z% = 4ax, y? =ax, x =3a, f(x;y;z) = x*
Solucion
Se tiene:
={(x;y;2) ERY/—Jrax =y <z < Jhax —y?, —Vax <y <vax, 0<x S3a}

3a ~vVax pftax-y?
I = ff flxy2)dV = f f f x2 dzdydx
—vax - 4ax .

3a , s 3ar6V3a+ 4ma\
= J' ] 2x%\/4ax — yrdydx = f (——\/-—ﬁ-—-————)x?dx
0 J-vax 0 3
3V3 +2m
=27a’ | ——n

2

——
4

VT[4 pyT/s 4 )
Ejemplo 52.- Calcule la integral iterada [ = f f f cos(6y?) dzdydx
0 x 2

cambiando el orden de integracion.
Solucion
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Después de calcular la primera integral en el orden dado, nos encontramos con la
integral de la forma [ cos(6y?)dy que no es una funcion elemental. Para evitar el
problema, cambiamos el orden de integracion a dzdxdy para que y sea la variable
exterior. Asi, la region de integracion es

={;y;2)eR*/0<x<y 0<y<n/4 2<z<4}
Por consiguiente, se obtiene

JrlE vy e NCIEEY
/= f f f cos(6y?)dzdxdy = J f 2 cos(6y?)dxdy
0 0 /2 0 0

j:)\/”—/z

) 1
2y cos(6y?)dy = —Z

EJERCICIOS
1.- Calcule las SIguxentes integrales iteradas

1-x 2 ry? rflnx
a)f f J[ xdzdydx b)f f f yve? dzdxdy
2y
[n/z n/2 v3z
c) ) fz fo cos (~Z—) dydxdz d)j f f dxdzdy

Tl' “T[SETI,TZ'

n n T
e) J f f xy sen (yz)dzdydx .
0 0 0 2

In2 ,vx px+y?
f)f j f yve? dzdydx
-In270 0
1 rz ry 1 V3x
g)[ j jxyzz3dxdydz R. — h)f J f dzdydx
0 0 0 90

0 ¥y rx ) . 77
i)f f j (z* — y)dzdxdy R. —
-1J0 /1 120
a rva?i-x? ,Ja?-xi-y? rat
D f f f Ja? —x? —y? dzdydx R. e
2% py2xy _zdzdydx 81v3\ 9
k)f f f = R. In ——
1257 x*+y? 4z 2 4
n/2 pcosf p4+rsend n/2 Vitcos@ ra cosh(g)
)] f f f rdzdrd8 m) f f rzdzdrdf
0 0 ~-n/2/J1-cos8 Jasenh (g)

2.- En los siguientes ejercicios calcule [ f(x;y;z)dV ,donde U estd
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limitado por las superficies dadas y f es la funcion dada

aAyx =0, x=a>—-y?>-2% fOoy;z)=x

a pvat-z? sfat-yi-z?
R. ﬂ’ f(x;y;z)dV=4f f f xdxdydz
i 0 0 0

byx?+z2=a?% y*+z°=a% f(x;y:2) =x*+y?
gx=0,y=0, z=0, xV2+yY2 4+ 22 =a%, f(x;y;2) =z
at
R. 840
243m

dyz=x*+y* z=27-2x*-2y% f(cy,z)=1 R —

3.- Calcule ﬂf ydV ,si U es la region acotada por el tetraedro formado
U

por el plano 12x + 20y 4+ 15z = 69 y los planos coordenados R. 15/2

4.-Calcule jﬂ zdV , si U es la region acotada por el tetraedro que tiene vértices
U
(0;0;0), (1;1;0), (1;0;0)y (1;0;1) R. 1724
5.- Calcule las siguientes integrales triples sobre el sélido U dado
a) fﬂ(x + 2y — 3z)dxdydz,
u
U={(:yiz) /0sx<J4—y% 0<ys2, 03zs3}
1 i 1
b) ffj (xz +yzZ 4+ 22) dv,
U .
U={(;yiz) /0<sx<y?, 0<y<yz 0<z<1}

c) ﬂf eX*tY+2dydydz, U es el tetraedro con vértices (0; 0; 0), (3;2;0),
U

3
(0;3;0), (0;0;2) R. g(eS —5e3 4+ 5e?—-1)

-2z
d) fff X X dxdydz, U esla porcion del espacio que, en el primer
U

285



CALCULO 11l

octante, esta limitado por el cilindro y2 +2z% =1y los planos x =1 y .
x=4

VOLUMEN DE UN SOLIDO MEDIANTE INTEGRALES TRIPLES

Sea f:U ¢ R® — R una funcién definida en la region cerrada y acotada U, tal que
f(x;y;2z) = 1, paratodo (x;y; z) € U. Entonces,

V(U)zﬂ dv
u

es la medida del volumen del sélido U.

Ejemplo 53.- Encuentre el volumen del solido limitado. por arriba, por el
paraboloide z = 4 — x? — y? ; y, por abajo, por el plano z = 4 — 2x.
Solucién
El solido es
={(x;y;z)/4~2xSzS4—x2—yz,~«/2x~x2 Sys\/m, 0<x< 2}

Entonces el volumen del sélido U esta dado por

V2x-x% p4-xP-y? 7

3

] J f dzdydx = Su
~V2x-x2 J4-2x “

La gréfica del solido se ilustra en la Fig. 5.70.

)/':'\/2_)(—')(2

Fig. 5.70 Fig. 5 71
Ejemplo 54.- Encuentre el volumen del solido en el primer octante acotado
inferiormente por el plano XY, superiormente por el plano z = y, lateralmente
por el cilindro y? = x, y el plano x = 1
Solucién
Se tiene
={(x;y;2) /0<2z<y, 0<y<+x 0<x<1}(VerFig 5.71)
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Entonces, el volumen del solido es

1 VX fy 1.
V= f f f dzdydx = = u’
0 Jo Jo 4

Ejemplo 55.- Calcule el volumen del solido limitado por los planos z = —1,
z = 1y por el hiperboloide x? + y% — z% = 1
Solucion

El solido U se muestra en la figura 5.72 y su proyeccion D sobre el plano XY en
la figura 5.73.

Fig 572 Fig 573
Luego,

V(U) = 2 {volumen del cilindro de radio 1y altuta 1 + jﬂ. av
U

1
=2 n+ffj dzdxdy =2n+'2ff(1—\/x2+y2~1)dxdy
s Jxé4y2-1 ‘ 5
Al pasar a coordenadas polares las fronteras de la region D, se tiene:

an V2 8m
V) = 2ﬂ+2f J (1 =2 = 1)rdrdg = —w’
0 1 .

Ejemplo 56.- Calcule el volumen del sélido
interior a los cilindros
y* =2x, x*+y? = 4x (parte mayor) debajo del

plano x + z = 5y por encima del plano z = 0.

Solucion

Fig 574
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El sélido U se muestra en la figura 5.74 y esta descrito por

2
U={(x;y;Z) /OSZSS’—X. ':YZTSXS\/‘}—}IZ—!-Z, ~—25y$2]

Por consiguiente, el volumen del sélido U es

2 rJa-y242 5-x
224
V) = f f j dzdxdy = (6n + ———) ud
-2Jy2/2 0 15

CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES TRIPLES

Teorema 3.- Sea T:U” c R® - U ¢ R® una transformacién continuamente
diferenciable y uno a uno en U*, donde U”* y U son regiones cerradas en R3.
Ademas, supongamos que U = T(U*) y ¢ (u; v; w) = (x; y; z) donde

(v (s = v ey = 2 Yi7)
x=x(w;v;w), y=ywvriw), z=z(wsv;w)y Jw,v;w) = o)
Sea f: U ¢ R*® - R una funcién integrable en U. Entonces,
foT:U* c R? - Res integrable y

Ié gf f(x;y; z)dxdydz

= ff fOc(u; v w); y(u; v w); Z(ur; v; w)) |J (u; v; w)ldudvdw
]

Ejemplo 57.- Si se sabe que el volumen de una bola de radio 3 es 36mu?, calcule
2 2 2

L ye oz
1 s6li Xy E
el volumen del sélido D encerrado por el elipsoide 36 + 16 + 7% 1
Solucién
. x\? Y\ z\? .

Al transformar el elipsoide (E) + (Z) + (g) =1 auna esfera de radio 3,
se tiene:

x u

— = =, de donde resulta x = 2u

6 3

Y 7 de donde resulta y = o=

7 =3 +dedonderesultay = —

Z ¥ de donde resulta z = o

¢ =73 »dedonderesultaz = — ‘

Asi, la ecuacion de la frontera D en el sistema XYZ se transforma en el sistem
UVW enu? +v* + w? =9,
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x? y? o2t
Luego, el solido D = {(XI)’;Z)/ §6+E+§§S 1}

resulta ser la imagen del solido D™ = {(u; v;w) € R/ u? +v? + w? <9},
esto es,

4v 5w
T(D") = D,donde T(u;v;w) = (2u;—§~;—§—)
El Jacobiano de la transformacién de T es
2 0 0
a XV, Z 40
Jawvw) =5V o 43 0|22
(u;v;w) 0 0 53

Por consiguiente, el volumen del s6lido D es

V—fﬂdlf-ﬁ 40dv*—40[ﬂdv*~40v11)* _ 40 36m) = 160mu’
- )9 T =g Vollb") = 5 (36m) = 160mu
D D D*

INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS CILINDRICAS

Sea T:D < R®— D* < R® la transformacion de coordenadas cilindricas a
rectangulares, esto es, '

T(r;6;z) = (x;y;2) = (rcos@;rsen8;z) (r=>0,0<6<2m)

donde x =rcosf,y=rsenb,z=1z
El Jacobiano de la transformacion T esta dado por

cosf —rsenf 0
senfl rcos§ O|l=r
0 0 1

gy 0iYiZ)
J@i6:2) = 5oy =

Por consiguiente, el cambio de variable para la funcion f: D" cR3 - R
integrable en el conjunto cerrado y acotado D~ en coordenadas cilindricas es

ﬂ fly, z)dv” =ﬂ f(rcos@;rsen8;z)rdzdrdd
D* D

Ejemplo 58.- Halle el volumen de la pocién de la esfera x% + y% + z% = 16 que
se encuentra dentro del cilindro r = 4 sen 6

Solucion

En coordenadas cilindricas, la ecuacion de la esfera es z2 = 16 — 2.

Luego, el volumen de la porcion de la esfera que se encuentra dentro del cilindro
(Fig. 5.75) es
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% 4senf p\16-12
V=4 j f f rdzdrdd
0 Y0 0

n/2 p4sen@ 128
= 4J' f (16 —r)Y2 drdg = — G- Hud
0 0

Fig. 5.75 Fig. 5.76

Ejemplo 59.- Halle el volumen del sélido limitado por las superficies
x24+y2=9,z2=9-x? -y x?+y2+(z—16)* =9enlaregibny —x =0
Solucién

Al pasar a coordenadas cilindricas, las ecuaciones de las superficies son,
respectivamente

r=3, z=9-71% (z-16)? =9 —r? (ver Fig. 5.76)
Por consiguiente, el volumen del s6lido es

5n/4 3 £16—9-12 171
V= f f rdzdrd® = ——u3
0 Y9 4

/4 —r2

INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS ESFERICAS

Sea T:UcR3-U"cR® la transformaciéon de coordenadas esféricas a
rectangulares dada por

T(p; 8; @) = (pcosf sen @; psen d sen @; p cos @), donde
x=pcosd seng, y=psenfseng, z=pcosy

El Jacobiano de la transformacion T estd dado por
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cosf senp —psenfseng pcosfcosy
J(p;0;9) =|senfsenq@ pcosh seng psenfcosg| = —p’sen ¢
cos @ 0 —p sen @

Por tanto, el cambio de variable para la funcién f: U” ¢ R® - R integrable en el
conjunto cerrado y acotado U* en coordenadas esféricas es

ﬂ fly 2)dvr = ff f(pcos O sen @;psen @ sen @;pcosp)pisen o dV
Ut U

Ejemplo 60.- Halle el volumen del s6lido sobre el cono z* = x% + y? e interior a
la esfera x? + y% + z2 = 2az

Solucién

Al pasar a coordenadas esféricas, las ecuaciones del cono y de la esfera son
respectivamente

s
¢=Z y p=2acos¢
El s6lido U* se muestra en la figura 5.77 y esta descrito por

T
U*={(p;@;q&)/OSpSZacoscp,,Oqusz, OSBSZR}

Por tanto, el volumen del sélido U* es

V") = f[ p2sen ¢ dpdpdo
ot

2n rm/4 r2acos¢
= f f f pisen ¢ dpdepdd = na3ud
o Jo Jo .

=2acosd

Fig. 5.77 Fig. 5.78
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Ejemplo 61.- Halle el volumen del cono de helado seccionado en una esfera de
radio 6 por un cono con un semiangulo de 30°. tal como se indica en la Fig. 5.78.
Solucion
oo .y ~ n
En coordenadas esféricas, la ecuacién de la esferaes p = 6 y del cono ¢ = g

Eisélido U™ se muestra en la figura 5,78 y estd descrito por

s
U ={(:6:9)/ 0<p<s, 0s¢s<z, 0<06 < 2n}

Por consiguiente, el volumen del solido U* viene dado por

2 /6 6
vur) = f f f p? sen ¢ dpdpd6 = 72m(2 — V3)u?
0 0 0

Ejemplo 62.- Calcule ffff(x;y; z)dV ,donde f(x,v;z) =+/x?% +y2 + 22
U

v U es el solido limitado a la derecha por la esfera x? + y* + z* = 2ay (a > 0) y
a la izquierda por el cono y = vVx2 + 22,

Solucién

En coordenadas esféricas, la ecuacion de la esfera x? + (y — a)* + z? = a* ¢s

T ——es
p=2acosp,y=+x%+z?2 esQ=7Y Vx%+y?+ 2% = p,laecuacion del

cono.
El solido U™ se muestra en la figura 5.79 y esta descrito por

. ‘
U’={(p;0;(p) / 0<p<lacose, OSQUSZ, OSGSZT[}
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1=ﬂ fly:z)dv
U

2 sm/4 f2aC0SQ 8 — \/—2.
= f f f pisen @ dpdpdd = a* T
0 [0} [} 5

Ejemplo 63.- Utilice coordenadas esféricas para calcular el volumen del solido

» yi+z?
limitado por las superficies x = /y? + 22, x = 5 Y el planox =4

Solucion
En coordenadas esféricas, la ecuacion del conox = \/y? + 2% es ¢ =/ 4. la

B y?+ z? s
ecuacion del cono x = J — es@ =—ydelplanox =4 esp = 4secop
3

3

El solido U* se muestra en la figura 5.80 y esta descrito por

T e :
U‘={(p;6;<p)/0£p§4sec<p, ZS(pSE, OSHSZTC}

Por consiguiente. el volumen del solido esta dado por

2w rn/3 p4dsece 12871 R
V) = [ f f pisen ¢ dpdedf = ——u’°
0o Jusa Jo 3

Ejemplo 64.- Sea S un solido interior del
cilindro y? +z? =4 y limitado por las
superficies cilindricas x = z> vy

x —6 = (z — 2)%. Halle el volumen de S.
Solucion

En coordenadas cilindricas y = r cos 6,

z=rsend, x=x, la ecuacién del

cilindro y? + z% = 4 es v = 2, del cilindro

2 es x =r%sen?d y del cilindro

P

x—6=(z—-2)esx =6+ (rsend —2)"

X =2

F1g. 5.81

Elsolido U™ se muestra en la figura 5.81 y esta descrito por
U ={0;r0)/r’sen?0 <x <6+ (rsenf—-2)% 0<r<2 0<6<2m)

Por tanto, el volumen del solido S resulta
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2 2 ,64(r sen 0=2)2
V(S) =j f j rdxdrdf
0 0 Jr

-Zsenf)

2m 2
= f f (107 — 4r?% sen 0)drdf = 40mu’
0 0

. xt oyt oz .
Ejemplo 65.- Calcule ] = fff 1 ST dxdydz donde U cs el solido
as ! c®
i
2 yz L2
encerrado por el elipsoide - +°5+—==1
encerrado por el clipsoide — + 75 =

Soluciéon
Al pasar a coordenadas esféricas, se tiene la sustitucion

x y z ,
p = pcosf sen @, 5 = psenfsen g, == pcoso

Luego. la transformacion 7: U~ — U esta dada por
T(p:6:¢) = (x;y;2) = (ap cos O sen ¢p; bpsen 8 sen ¢; cp cos ¢)

y el Jacobiano de la transformacion T es J(p; 0; ¢) = abcp®sen ¢
El solido U™ esta descrito por

U ={(p;6:9) /J]0<p<1, 0<6<2m, 0< ¢ <}
Por tanto,

m?abc

1 ,m (21
[ = f f f (1 = p*)*?abcp’sen ¢ dOdpdp =
o Jo Jo

Ejemplo 66.- Halle el volumen del sélido interior a las superficies x + z* = 4y,
x*+2z°=5—7y vexterior al cilindro x> + z%> = 1

Solucién

En coordenadas cilindricas x = rcosf, z=rsen v y =y, la ecuacion del
paraboloide x?+2z*=4y e y=r?/4  la ecuacion del paraboloide
x*4+z°=5-y e y=5-r% ylaecuacion del cilindro x* +z% =1 es
r=1

Luego, el solido § esta descrito por

ro

3

S:{(r;y;e)ms_rsz, <y<5-rs 059s2n} (Fig.5.82)

|
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X

X L
y=rt

v=5-r z=17
b1

/ r=1 \\
t_3 3 i

y x >\
———————— r=2 y r=1 4x* 4y =9

Z
Fig 5 82 Fig. 5.83

Por tanto, el volumen del solido S esta dado por

7 2m f2 p5-T? 457
V(s) = f f fﬂ rdydrdd = —u?
o Jq JIZ 8
4

Ejemplo 67.- Calcule I = fff V16 —y* — 4x2dV sobre el solido S limitado

superiormente por el paraboloide z = 16 — y* — 4x? ¢ inferiormente por el plano
z=17.

Solucion

La proyeccion de la curva interseccion del paraboloide z = 16 — y? — 4x% con el
plano z = 7, sobre el plano XY es

2x\° N2
2 2 _ el LAY
dxc+y —9@(3)+<3) 1
Al transformar a coordenadas cilindricas, se tiene
2x

3
— =7rcosb, g’*:rsené’, zzzmxzzrcosé), y=3rsent, z=7z
3

Asi, la transformacion estd dada por

3
T(r;0;2z) = (x;v;z) = (Zrcos 8;3r sen 6;2)

v su Jacobiano cs

d(x;y;z) 9
{ ;9; Z) = = T

(i 0;2) ar;0;z) 2

El solido S se muestra en la figura 5.83 y esta descrito en coordenadas cilindricas
por .
S={(r;0;2)/0<r<1, 0<0<2m 7<z<16—97?)}

Por consiguiente, se obtiene
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2m (1 r16-9r7 9 1664 + 19637
I = f f f V16 — 9r2;rdzdrd0 = (——W—-——>n
0 0 7 “~

EJERCICIOS

1.- Use coordenadas cilindricas o esféricas para calcular la integral triple en cada

caso

dxdydz X ‘
a) jﬁ ,donde U es la esferax? + y* + 2z <1 R.
JxT+yr+ (z - 2)2

‘a \/az-xz \/az_xz_yz ra
b) f f f zyJa? — x? — y2dzdydx R, —

o Jo 0 20

h b pybZ-x?
) J f f VX2 + y?dzdydx

0 0 J0

2 ~2x-x2 ,a 8
d) f j j z\x? + y2dzdydx R. 6a2

0 Jo 0

L iR ATy -
e) J f j VX2 +y? 4+ z2dzdydx R. 3

0 0

R N e ] i 11v72
f) J j f z(x* +y*)~Y2dzdydx R.
0 0 0

g ﬂ-f (x* + y*)dxdydz, donde U es el solido acotado por la superficie

— 1
In(1++v2) — >3

2 : 16
x*+y?*=2zyelplanoz =2 R. 5T
h) fff dV donde U es el solido interior a la superficie z = /x* + y¢

y limitado por los planosx + y = 0,z =q,a > 0

L a?
R. "2' e (a—l)—-~2—+1

Sugerencia: Use coordenadas cilindricas

- Calcule f_U [(x = a)® + (v — b)* + (z — ¢)*]"/*dxdydz , donde U es ¢l
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solido esférico de radio R y centro en el origen, y (a; b; ¢) es un punto fijo
R® ,
3 (a? + b? + c)~1/2

fuera de esta esfera. R.

3.- Con ayuda de coordenadas cilindricas o esféricas, evalie las siguientes

integrales:
2
a) fjf(x2+y2+22)3/2dV, Uix?+y?+22 <1 R. 5
U
b) ff[ (x? +y2)dV, U es laregion entre las superficies
7 .
: m(4v2 -5
x2+y?+22<1, x2+y?<z? R,_ﬁ_—_—_)_
15v2
dxdydz . . s 22
9] fff GTT 21 2y siendo U laregion entre x* + y? + z> = a y
U
a
x%+y%*+ 2% =b? dondea >b >0 R. 4nln(g)

d) f j I xyz(x* +y? + 2*)""/? dxdydz, donde U es el primer octante
U

de la esfera x? + y? + z% < a? R. —

4.- Calcule I = [f v(x +y+2)(x+y—2)(x —y—z)dxdydz, donde U
U

es el tetraedro limitado por los planos x + y+z=0,x+y —-z = 0,
x~y—-z=0,2x—-z=1 R. 1/180

5.- Calcule fff VX% +y? +2z2dV,donde U es el s¢lido limitado por las
u

27
superficies z = \/x2 + y%, z =3 R. (27\/2— ?)n

Utilice coordenadas cilindricas y cambie el orden de integracion.
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6.- Halle el volumen de la regién limitado por los cilindros hiperbélicos xy = 1,
xy =9,xz =4, xz =36,yz = 25,yz =49
Sugerencia: Hacer xy = u,xz =v,yz=w  R. 64u®

7.- Calcule fff x4/ x% + y2dxdydz, donde U es el sélido exterior al cilindro
U

x% + y? — 2y = 0y limitado por las superficies z = \/x2 + y?,
x*+y?=2z+4+12,x+y=0 R 41031u°
Sugerencia: Utilice coordenadas cilindricas.

8.- Halle el volumen del s6lido limitado superior ¢ inferiormente por

x2 2 : x2 y2

—_ y_ 2 = MRS A R 3
5 + 2 + z*° = 9y lateralmente por 5 + n zc=1 R. 88mu

Sugerencia: Primero hacer el cambio x" = x/3, y" = y/2, 2" = z, luego pasar
a coordenadas esféricas.

9.- Halle el volumen del sélido limitado superiormente por la esfera
x% + y% + (z — 1)? = 1 e inferiormente por el paraboloide z = x? + y*

10.- Halle el volumen del sélido bajo la superficie z = 4 — x? — y2; interior al
7

cilindro x* + y? = 1y sobre el plano XY. R. ——2——u3

11.- Halle el volumen del sélido U limitado superiormente por el cilindro
parabélico z = 4 — y? e inferiormente por el paraboloide z = x? + 3y*

R. 4mru’
7 2 2
12.- Encuentre el volumen del paraboloide “=7 + 53 cortado por el plano
— nabc
z=¢ S u

13.- Encuentre ¢l volumen en el primer octante acotado por el paraboloide
z=x%+y? elcilindroy = x2, y los planos y = x,z =0 R. 3/35u°

14.- Halle los volumenes de los cuerpos limitados por las superficies que se
indican.
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a) Por los cilindros z=2/x?% y=2x—2x% y por los planos x = 1/2,
x=3/2,y =0,z = 0enel primer octante. ~R. (4In3 — 2)u?

yz x2 2
b) Por el hiperboloide de dos hojas T 7T lyelplanoy =4
16V3m
R. 3 ud

¢) Por los cilindros x? = 4 — 4z, y? =4 — 4z yel plano XY. R. 8u3
d) Por el paraboloide z = x? + 2y? yelcilindroz = 4 — x?* R. 4mu®

ZZ x2 + 2
¢) Por encima de la superficie S gz ypor debajo de! plano
mha?

z=hconx*+y*<a? 3 ul

f) Por los paraboloides z = x? + y? y z =x% + 2y% y los planos y = x,
y=2xx=1 R. (7/12)u?

g) Por los cilindros z=In(x+2) y z=In(6-x) y los planos x =0,
x+y=2yx—y=2 R. 4(4 — 3In3)u?

h) Por el paraboloide z = x? + y? yel cono z2 = xy R. (1w /96)u?
i) Por el paraboloide x* + 4y? =z el plano z=0 y los cilindros y? = x,
xt=y R. 3/743
j) Por las superficies y* + z° = 4ax, x =3a, y* = ax
. R. (67 + 9V3)a*u®
k) Por las superficies y* = a®? — 2z, z=0, x?+y? = ax

RV = 15a°

V=
1) Acotad I fici JCZ+2+22—1 Brabe s
) Acotado por las superficies — it L

m) Por el paraboloide y? + z2 = 4a(x + a) y laesfera x* + y? + z% = ¢?
a2
suponiendo que ¢ > a R. 2ma (c2 - —-2—> ud
N3 N3 2823 4mabc
n) Por la superficie (E) + (E) + (E) =1 R. T

15.- Sea U el sélido interior al cilindro y? + z2 = 4 y limitado por las superficies
cilindricas x = z2, (z — 2)* = (x — 6). Halle el volumen de U R. 40mu?

16.- Calcule el volumen del sélido limitado por la superficie ¢ = m /4,y las

65
esferasp =2, p = 6cos @ R. (—3— + 8\/5) nud
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17.- Determine el volumen del s6lido limitado por los conos z = /x2 + y? |

z=,/9x% + 9y? y el plano z = 3 R. 8mu?

18.- Calcule el volumen del s6lido encerrado entre las superficies x? + z2 = y?

125
y x? + 2% =Sy R. Tmﬁ
19.- Determine el volumen del s6lido limitado por el cono x? = y? + z? y el
, 448
paraboloide x = 20 — y? — z? R. —3—7ru3

20.- Calcule el volumen del sélido limitado por el hiperboloide de dos hojas
4(5v5-1)
. —————Tu

(z—1)*—x*~y?=1yelcilindrox? +y? =4 R 3

CENTRO DE MASA Y MOMENTOS DE INERCIA DE UN SOLIDO

Sea U c R?® un sélido y p: U ¢ R® - R una funcién continua sobre U y que
representa la densidad de U en todo punto (x;y; z) € U.
1. La masa total del so6lido esta dada por

M= fffp(x;y;Z)dV
U

2. Los momentos de masa respecto a los planos coordenados del s6lido U con
funcion de densidad p: U c R® - R son

Myy = ﬂf zp(x;y;z)dV, My, = ﬂf yp(x;y; z)dv,
U . U

My, = ﬂf xp(x;y;z)dV
U

Por tanto, el centro de masa del s6lido U es el punto (X;y; z), donde

J‘J‘.fxp(x;y;z)dV _]‘J._fyp(x;y;z)dlf'
i 12

T = My, - o Mo
M ”,‘.P(x;y;z)dV ’ M J.”P(x;,v;z)a'y
v ]
- M, _ UISPU';)’;z)d:/
‘ M ”J‘P(-*:.v::)a‘rf
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3. Los momentos de inercia del sélido U alrededor de los ejes se define como

Iy = ff (y? +2*)p(x; y; 2)dV , momento de inercia con respecto al eje X.
U

Iy = fff (x* + z%)p(x;y; z)dV , momento de inercia con respecto al eje Y.
U

I, = [f (x% 4+ y*)p(x;y; z)dV , momento de inercia con respecto al eje Z.
U

Observacion 9.- Para determinar el centro de masa, es muy (til tener en cuenta
todas las simetrias posibles. Estas reglas son:

i) Si U es simétrico con respecto al plano XY y p(x; y; —z) = p(x; y; z), entonces
z = 0. Un resultado analogo se cumplen para los otros planos coordenados.

ii) Si U es simétrico respecto al eje X y p(x;—y;—2z) = p(x;y; z), entonces
y = z = 0. Un resultado similar se cumple para los otros gjes.

Ejemplo 68.- Encuentre el centro de masa de un objeto material homogéneo
limitado por los planos coordenados, el plano x+y =1 y el paraboloide
z=4—x%—4y?,
Solucién
Como la densidad del objeto es constante, esto es, p(x;y;z) = k; entonces, la
masa total del objeto esta dada por
1 1-x 4-x?-4y? 19k

M= fo J; ]0 kdzdydx = 17

Los momentos de masa del objeto con respecto a los planos coordenados son:

1 ,l-x r4-xi-4y? 95k
Myy = f f f kzdzdydx = ETS
o o 0
1 p1=-x pa-x%-4y? 9k
o Jo 0

1 pl-x 4-—x2-4y2 11k
My, = f f f kxdzdydx = —-
0 70 0 20

Por tanto, el centro de masa del objeto es
— 33 27 5)

xy2) = (“é‘g,‘g-g,g
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Ejemplo 69.- Encuentre el momento de inercia y
el radio de giro respecto al eje Z del sélido
limitado por los planos coordenados y el plano

X Yy z
—+=+-=1, a,b,c>0
a b ¢

Solucién
El soélido se muestra en la figura 5.84. El
momento de inercia respecto al eje Z es

b c ¢
a b—ax CmgX=pY
Izzf f f k(x? + y¥)dzdydx
0 Y0 0

_ kabc
60

a rbgx c~gx-5Y kabc
y sumasa total es M = f j j kdzdydx = 3
0 Jo 0

Por tanto, el radio de giro esta dado por
p I; va*+ b?
M V10

Ejemplo 70.- Un cuerpo esta limitado por dos superficies esféricas concéntricas
cuyos radios son iguales ar y R (R > r). Teniendo en cuenta que la densidad del
material es inversamente proporcional a la distancia desde el centro de las esferas, -
halle la masa total del cuerpo.
Solucién

Las esferas concéntricas se muestran en la figura 5.85. La densidad de volumen
para cualquier punto (x;y; z) de las esferas es

k
Xy 2) = —————
Py Jx2+y? + 22

Luego, la masa total del s6lido estd dada por

Fig. 584

(@ +b?)

k
Y R —
VX2 +y?+ 22
U
En coordenadas esféricas, se tiene

2 sm R k )
M= f ] j —~p?sen ¢ dpdpdf = 2 (R* — r?)
0 0 Jr p
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Fig. 586

Ejemplo 71.- Halle el momento estatico de la parte comun de las esferas
x*+y*+2°<R* y x*+y%+ 2% < 2Rz respecto al plano XY. La densidad
en cualquier punto del cuerpo es igual a la distancia que media entre este punto y
el plano XY.

Solucién

Al pasar a coordenadas cilindricas, las ecuaciones de las esferas son

z2=R?—-r? y (z—R)* = R* —r? (Ver Fig. 5.86)

La interseccion de estas esferas ocurre en z = R /2 que proyectado sobre el plano

XY tiene por ecuacionr = 5 R (Fig.5.86)

La funcién de densidad en cualquier punto (x; y; z) del cuerpo es
play;z) =2z
Por tanto, el momento estatico con respecto al plano XY es

2 —-R JVRZ=72 419
Myy = fff zp(x;y; 2)dV = f j f ____z%rdzdrdf = —R®n
e 480

Ejemplo 72.- Halle el momento de inercia respecto al eje Z del elipsoide
x2 2 22
'ZZ < 1, si su funcidn de densidad es p(x;y;2) = 1
Soluci(’)n
X Yy z
Al usar la transformacion 7= pcos@ sen ¢, 7= psenfBsengy = pcos,

el s6lido U (elipsoide) esta descrito en coordenadas esféricas por
U ={(p:0:9)/ 0<p<1 0<¢p<m 0<8 <2n}

El Jacobiano de la transformacion es J(p; 8; ¢) = —abcp?sen ¢

Por tanto, el momento de inercia respecto al eje Z del elipsoide es
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L= [[[ e+ yp0iyiav
U

2n
= f f f abcp* (a?cos?6 + b%sen?@)sen®pdpdpdo

4a cT

(a® + b?)

EJERCICIOS

1.- Encuentre el momento de inercia con respecto a un didmetro del sélido que
estd entre dos esferas concéntricas con radios a y 2a.La densidad del
56ma?
9

volumen varia con el cuadrado de la distancia al centro. R.

2.- Encuentre la masa del solido acotado por una esfera de radio a, si la densidad

5

del volumen varia con el cuadrado de la distancia al centro. R. —a’m

3.- Encuentre el centro de masa del solido dentro del paraboloide x? + y? =z vy
fuera del cono x? + y? = z%. La densidad del volumen es constante
R. (0;0;1/2)

4.- En los siguientes ejercicios, halle el centro de masa del sélido que tiene la
densidad dada y esté limitada por las superficies que se describen:
a)z=x2=—x, y? =4-2x; p=constante R. (8/7;0;0)
b)z=0,x*+z=1, y?+z=1; p=-constante R. (0;0;1/3)

c)y? +z% =4ax, y* =ax, x =3a; p =constante R. (0;0;2a)
d)z? = x? + y%, x? + y% + z? = a?, sobre el cono p = constante

R <0 0. 3(2+\/")a)

16
e)z? =x?+y? x*+4+y?+z% = 2az;sobreelconop = kz R. (0;0;9a/7)
x2 y2 22

. 3 3 3
f)—+52—+——=1, en el primer octante, p = cte. R. (§Q'§b'§c)

5.- Halle el momento de inercia respecto al eje dado, del solido que tiene la
densidad p y esté4 limitado por las superficies que se describen.

8 1 1
a)z =x,y? =4 -2z, p=cte., respectoaleje Z. R. 32k (5—,7 —z + ——)
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) ) 5 . Srk
b)z* =y*(1-x"), y =1, p = cte. respecto al eje X. R. ETS
)x*+y*+zt=a’, X +y*+2°=b% p=kx?+y?+ 2% respecto *
. 4mtk(b® — a®)
del eje Z (a < b) R. g
d) z2=x?+y% (x2+y?)? =a?(x?-y?); p= kx> + y? respecto del
eje Z. R. 4ka® /9

6.- Encuentre la masa del solido acotado por las esferas x? + y? + 22 =4 y
x? + y* 4 z% = 9, si la densidad de volumen en cualquier punto es

D:k X2+y2+22 R. 65km

7.- Encuentre el centro de masa de la distribucién de masa en una superficie del
paraboloide hiperbdlico z=xy, 0<x<1, 0<y<1 con densidad
p=(1+x%+y?)"1/2 R. (1/2;1/2:1/4)

8.- Para cada uno de los siguientes sélidos elegir un sistema de coordenadas
favorables y encuentre el centroide
a) Acotado superiormente por el plano z = 1, inferiormente por el plano z = 0
y lateralmente por la superficie x* + y? = 1 R. (0;0;1/2)
b) Acotado superiormente por el plano z = x e inferiormente por z = x2 + y?
R. (112:0:5/12)
¢) Acotado superiormente por la superficie z? = x% + y? e inferiormente por
z=x%+y? R. (0;4/3:10/9)

9.- Un sélido homogéneo es acotado por el plano z = 0 y el paraboloide
b%cx? + a’cy? + a’b?*z = a®b?c

. nabc c
a) Encuentre su masa y su centro de masa. R. 5 k, (0; 0;5)
b) Localice el centro de masa de la porcién del primer octante del sélido.

16a 16b c)
(ISTI' 157’3

10.- Tenemos una cépsula hemisférica de radio interno a y radio externo b y se
pide
3(b* —a*
EIGETRIIN 0)

a) su centro de masa R. (m;

4
b) su momento de inercia con respecto al eje de simetria R. (TS—) (b% - a®)

c) su momento de inercia con respecto al didmetro de la base
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4
R. —~) S—a®
(15 (b%~a%)
11.- Halle la masa de la esfera de radio R, teniendo en cuenta que la densidad es

2
proporcional al cubo de la distancia desde el centro. R. §1rkR6

12.- Halle la masa del cuerpo limitado por el paraboloide x2+ y? =2az y la
esfera x2 + y? + z% = 3a? (z > 0), si la densidad en cada punto es igual a la

wa® 97
suma de los cuadrados de coordenadas. R. = (18\/§ - ?)

13.- Halle el centro de masa del s6lido homogéneo dentro del cilindro
x? +y% — 2x = 0y bajo el cono x? + y? = z? y sobre el plano XY.

. o 52
YT 10 YT T 1z

14.- Halle el centro de masade uncubounidad 0 < x <1,0<y <1,0<2z<1
si la densidad es proporcional a:
a) El cuadrado de la distancia al origen R. (7/12;7/12;7/12)
b) La distancia al plano XY R. (1/2;1/2:2/3)
¢) El cuadrado de la distancia a la diagonal que une (0;0;0) y (1;1;1)
R. (1/2;1/2;1/2)

MISCELANEA
1.- En los siguientes ejercicios, calcule la integral invirtiendo el orden de
integracion.
12 1 2,1
a‘)f f e¥ dydx R. =(e*—1) b)f [ cos(y?) dydx
0 J2x 4 0 Jx/2
1 arctan x T
c)j f x dydx R. ——12
0 Jo 4

2.- En los siguientes ejercicios, use coordenadas cilindricas o esféricas para
calcular la integral ff f(x;y;2z)dV para la funcion f y la region U propuesta
U

a) f(x;y:2) = x2 + y%, Ues laregion x* + y? + 2z < a?,
5
na

> > > R, —
x=20,y20, z=20 20
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z
b) f(x;y:2) = —————=, U es laregién a® < x* + y? < b?,
Jx2 +y? 4 22
2
0<z?<x?+y? * R -3-7:(\/5— 1) - a?)

3.- Halle los volimenes de los cuerpos limitados por las superficies que se indican
al aplicar la integracion doble.

‘ x z 81
a) Por el cilindro 2y? = x, los planos ~ + YiZoy yz=0 R. —u?
4 2 4 5
. x3
b) Por los cilindros x? + y? = R?, z = =Y el planoz = 0 (x = 0)
o AR
. “ 15az %
¢) Por el paraboloide hiperbélico z = xy, el cilindro y = +x y los planos
x+y=2 y=0 2z=0 R. (3/8)ud

2 2
b
d) Por el cilindro eliptico Py + == lylosplanosy=—-x, y=0, z=0
a

(x = 0) R. %abc u?
e) Por los cilindros y =Inx, y =In?x ylosplanosz =10, x+z=1
v R. (3e — 8)u?
f) Por la superficie conica z? = xy, el cilindro Vx + \/'37 =1lyelplanoz=20
R. (1/45)u?
g) Por el cilindro x> + y? = 2x, losplanos 2x —z=0 y 4x —z = 0
R. 2w u®

X
h) Por el paraboloide hiperbolico z = %, el cilindro x? + ¥ = ax y el plano

3

a
z=0(x=20,y=0) R ﬁu3

i) Por los cilindros x* + y? = x y x? + y? = 2x, el paraboloide z = x* + y?

15 /3n@
ylosplanosx+y =0, x~y=0yz=0 R —8-('§—+1)u3

4.- Si U es la region limitada por los planos x = 1, x = 2 y por los cilindros

y*+2z% =4, y? + 22 = 9,calcule [U e*\/y? + z? dxdydz
U

56e™
R.

(e — Dud

5.- Se perfora un agujero circular de radio 1 a través del centro de una esfera de

307



CALCULO 11l

. , 32 —14V3
radio 2. ;Qué volumen se quita? R. —" ul

6.- Encuentre el volumen acotado por el hiperboloide x* + y? —z2 =16 y el
cilindro x2 + y? = 25 R. 36m u®

7.- Encuentre el centroide del sélido acotado por la esfera x2 + y? + z2 =9, el
paraboloide 6z = 18 — x? — y? y el plano z = 0 R. (0;0;3/4)

8.- La region R se encuentra en el semiplano superior del plano XY y estd
limitada por las parabolas y* = 4(1 — x), y? = 4(1 + x) y el eje X. Calcule

f Jx? + y2dA , al hacer el cambio de variable x = u? — v?, y = 2uv
D

9.- Halle el volumen del sélido limitado superiormente por el cono

= a — /x? + y?, inferiormente por el plano XY y lateralmente por el
0 a’
cilindro x? + y? = ax R. %(91[ —16)ul

10.- Halle el volumen del sélido limitado superiormente por x? + y? + 22 = 25 ¢

inferiormente por z = \/x? + y2 4 1.
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INTEGRAL DE LINEA |
Y DE SUPERFICIE |

6.1 INTEGRAL DE LINEA

. . . . . b
En esta seccion se generaliza el concepto de la integral simple fa f(t)dt de una

funcién f definida en el intervalo [a; b] a una integral de una funcion definida
sobre una curva C. Esta integral se llama integral de linea de f sobre dicha curva

y se denota por [ f.

INTEGRAL DE LINEA DE PRIMERA ESPECIE

Definicion 1.-

Sea a: [a; b] - R™ una curva regular, tal que a([a; b]) = C < R™ es su imagen

de a (Fig. 6.1).

t
Seas = I(t) = f [la’(u)|ldu la funcion de longitud de arco
a

z AR”

f(a(t))

a (A (150, ()

Fig. 6.1

La integral de linea de primera especie de la funcion f a lo largo de la curva C
con respecto al parametro longitud de arco esta dada por

b
[ £ousimds = [ fa@la@ia

JC

b
=f far(0); s an W@ (OF + - + [ap(t)]2dt

a



CALCULO 11

Con frecuencia, en lugar de integral de linea, también son usadas las expresiones
integral curvilinea e integral de contorno.

Observacion 1.- Si f(xy; ...;x,) = 1, la integral de linea proporciona la longitud‘
de arco de la curva C, como se definio en la seccion 1.7. Esto es,

b b
L(C) = f 1ds = f e (O)lldt = f SR OF ¥+ [anOF dt
[ a a

Observacion 2.- Sea a: [a; b] —» R? una curva regular tal que a([a; b]) = C es su
imagen en RZ.

Sea f:D © R? - R una funcién continua y no negativa sobre €l conjunto abierto
D que contiene a la curva C (ver Fig. 6.2).

P=a(a) F(x:y;0)

Fig 62

Sea P, una particion de la curva € comprendida desde P hasta Q en trozos, de
modo que la longitud de cada uno de los elementos de la particiéon son,
respectivamente Asy, As,, ..., As;, ..., As,

Sea P;(x;;y;;0) un punto arbitrario en el trozo As;, tal que f(x;;y;) esta bien
definida. Entonces el drea de la superficie lateral de la region comprendida entre
la superficie z = f(x;y) y la curva C es dada por

n
Aeorting) = fim " f(ayas = [ fGiyyds
i=1 c

Por consiguiente, la integral de linea de la funcién f sobre la curva C desde P a Q
es dada por

b
Mw&mm@=ffmwﬁ=fﬂdmwﬂmw
. C a
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Ejemplo 1.- Sea C una curva que da vuelta alrededor de la circunferencia
x? + y? = 1 en sentido contrario a las manecillas del reloj y sea f(¥;y) = 1+ x

Calcule J-f(x;y)ds
c

Solucion
La parametrizacion del circulo unitario C: x? + y? = 1 esta dada por

= COSt
c-{x 0<t<2m

y=sent’

Entonces, a(t) = (cost;sent) y a’'(t) = (—sent;cost)
Por tanto, la integral de linea de f sobre la curva C es

2

1 :f fx;y)ds = f(cost;sen t)lja’'(H)i|dt
C 0

2 2n
= (14 cost) \/(—sen t)? + cos?t dt = (1+cost)dt =2n
0 0

Ejemplo 2.- Calcule |.

superficies x* + y% + z2 = 16 y x? 4+ y? = 4 en el primer octante.
Solucién
La interseccion de las superficies S;:x2 +y? +2z2 =16 y S,:x?> +y%? =4, en
el primer octante, es la curva
C:x2+y2 =4 Az=2V3
Luego, la funcion vectorial que tiene como imagen a esta curva C es

a(t) =(2 cos t;2sent;2V3), te [0;%] (ver Fig.6.3)

xy?zds. donde C es la curva interseccion de las

N

C:x’l/? +y2/3 :(40)2/3

Fig. 6.4
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CALCULO 111
Como a'(t) = (—2sent;2cost;0) y |la'(t)ll =2, entonces la integral de

linea de la funcidn sobre la curva C resulta !
n
2 — 2 2 \/— '
xy?zds = | (2cost) (2sent)*(2V3)|la’(t)|ldt
c 0

nj2 32\/§
= 32\/§f (sen®tcost) dt = —
0

Ejemplo 3.- Jaimito piensa pintar una cerca de un parque por ambos lados. La
cerca tiene como base la curva C: x?/3 +y*% = (40)*3 (x 20,y 20) v la

altura para cada punto (x; y) € C esta dada por la funcion f(x;y) =4 + X. Sile

2
proporcionan la pintura y le van a pagar S/. 100 por pintar 20 m#, ;cual es su
ganancia?

Solucién

1/3 y1/3
Parala curva C: [(40)1/3} + [(40)1/3] =1 su parametrizacion es
x1/3 1/3
C: (—4(—)‘)—1—/3 =cost vy W
De donde resulta la funcidn vectorial

; E } w
a(t) = (40 cos3t; 40 sen®t), t € [O;E] (Fig.6.4)

=sent

Puesto que
a'(t) = (—120 cos?t sen t; 120 sen?tcost) y |la'(t)]l = 120cost sent se
sigue que

n/2

A(cerca) = f f(x;y)ds = J’ (4 + 20 sen®t)120cost sent dt = 720 m*®
C 0

Como Jaimito debe pintar la cerca por los dos lados, entonces el drea que debe
pintar es 2(720) = 1440 m*
Por tanto, la ganancia de Jaimito es

2 100
G = 5(1440) = §/.7200 (pinta cadam?® por §/.5 = 36—)

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE LINEA

I. Sea a:la;b] = R™ una curva regular, tal que a(la;b]) =C c R" es su
imagen de «a.
Sean f,g:D < R™ — R funciones definidas en el conjunto abierto D que
contiene a la curva C. Entonces se tiene:

(o>}
ro
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a) f k f(xg; . x)ds = kf f(x1; .; xn)ds , siendo k una constante
c ¢
byl = f [f(xy; s xn) £ gCxg; o x)lds
c

=f f(xqy; i x)ds tf g(xy; . xp)ds
c c

2. Si la curva C se forma uniendo los extremos de un nimero finito de curvas
regulares Cy, ...,C,, vy € = (; UC, U ..U (,, entonces

1=f f(xy; . xp)ds = f(xl;...;vxn)ds+f flxqosxpdds + - | flxg; o xn)ds
c [ [ Cn

3. Dada la curva C con una orientacion determinada, se denota por - C la misma
curva con una orientacion opuesta, y se verifica

f—cf(xl; s Xp)ds = —-j'c f(xps . x,)ds

4, J;U(_c)f(X1; e Xp)ds = jr fxs o x,)ds + f_cf(xl; w3 Xp)ds =0

Observacion 3.- La masa de un cable de longitud L y de densidad §:R™ — R
esta dada por

m=J §(xq; i xp)ds
c

donde C es el cable de longitud L.

Observacion 4.- La parametrizacién de una recta L < R™ que tiene como punto
inicial A(ay; ...; a,) y como punto final B(b;; ...; b,) esté dada por

a(t) =A+ (B - A, te[0;1]

Observacion 5.- Cuando la integracidn se realiza sobre una curva cerrada C, es
costumbre denotar la integral de linea por § f ds

Ejemplo 4.- Calcule fc (x + y)ds alo largo de los caminos indicados

a) el triangulo con vértices (0; 0), (4; 0) y (0; 3) recorrido en sentido antihorario.
b) el circulo x? + y? = 2x desde (0; 0) a (2; 0) recorrido en sentido horario.
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c) el circulo x2+y? =16 desde (4;0) a (—4;0) recorrido en sentido

antihorario.
Solucién

a) El camino C=C(;UC,UC; (unién de los lados del tridngulo) estd
representado en la figura 6.5, donde C;, C; y C; son las imagenes de las

funciones vectoriales

Ci:ia;(t) = (0;0) +t(4;0) = (4;0), t€[0;1] y a1(t) = (4 0)
Cray(t) = (40) +t(—4;3) = (4 —4t;3t), t€[0;1] y a3(t) = (=4;3)
Cs:az(t) = (0;3) +t(0;~3) = (0;3—3¢), te€[0;1] y ai(®) = (0;~-3)

Por consiguiente, la integral de linea sobre la curva C es

f~(x+y)ds=fc (x+y)ds+f

1 C2

(x +y)ds + f (x + y)ds
C3

1 1 1
=] (4t)4dt+j 4-1)5 dt+f (3-3t)3dt =30
0 0 0

YA

A

0 \(I;y@;m t

(x=1P+yi=1

Fig 6.5

Fig 66

_ b) Para la circunferencia C: (x — 1)?+y* =1, la parametﬂzacmn en sentido

horario recorrido desde (0; 0) hasta (2;0) es

x—1=sent x=1+sent
C{y=cost mc{yzcost E[

T oM
—5;-2—] (Fig.6.6)

Luego, la funcién vectorial que tiene como imagen la curva C es

71'7T
C:a(t) = (1 +sent;cost), tE[ 5 2]

Como a'(t) = (cost;~sent) y lla'(t)l] =1, entonces la integral de linea

sobre C es

/2
j (x+y)ds=f (L+sent+cost)dt=m+2
c : ,

-n/2
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¢) Para la circunferencia C:x? +y? =16, la parametrizacion en sentido
antihorario recorrido desde (4; 0) hasta (—4; 0) es

c: {x=4cost t € [0: 7]

y=4sent’
Asi, la funcion vectorial que representa a la curva € es
a(t) = (4cost;4sent), t€[0;mn]

Puesto que a'(t) = (—4sent;4cost) y |[la'(t)|| = 4. entonces la integral de
linea sobre C es

T
f (x+y)ds=[ (4cost+4sent)ddt =32
C 0

CAMPOS VECTORIALES
Definicién 2.- Un campo vectorial en n dimensiones es una funcion
F:D c R™ —» R" que asigna a cada punto P(x,; ...; x,,) del conjunto D a un Unico
vector
F(P) = (Fy(x1; i x0)5 oo By (g0 o5 X))
con punto inicial P.
Observacion 6.-

i) Para el caso n =2 (en el plano, vease Fig. 6.7), el campo vectorial es
representado por

Flx;y) = (M(x;9); N(x; y))
donde M y N son funciones reales de dos variables.

YA

F(xy)

P(x:y)

Fig 67 Fig.6.8

" 1i) Para el caso n =3 (en el espacio, vease Fig. 6.8) el campo vectorial es
representado por '
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Flxy;z) = (P(x;y;2); Q(x; yi 2); R(x; y: 2))
donde P, Q y R son funciones reales de tres variables.

Ejemplo 5.- Dibuje una muestra representativa de vectores del campo vectorial

F(x;y)=( -7 >= S U A
Jxz+y? x2+y2)  fxP+yr x4+ y2

Solucion

Para describir un‘ campo vectorial F se considera un punto genérico P(x;y) del
plano R? y se define como el vector posicion 7 = OP = xi + yj del punto P.

Asi, F(x;y) es un vector unitario en la direccién del vector posicion 7 (Fig. 6.9).

YA YA

Y

Y

v-;s,,;', Y .

L LN % L\\:‘ﬂ X

2,5 "

Fig. 6.9 Fig. 6.10

Ejemplo 6.- Dibuje una muestra representativa de vectores del campo vectorial

Y

Flxy) ( 1 1
xy) = (-3i3%)
Solucién

1
Se observa que la funcién F(x;y) = 3 (—y; x) es ortogonal al vector posicion

7 = x1 + yJ del punto P(x; y), pues se verifica

L1 1
F(x;y)or——gxy+§xy—0

‘ 1
Luego, la funcion F (x; y) es tangente a la circunferencia de radio 3 71l y centro

en el origen, esto es,

1 1
IF Gyl = 53 57 = 5 17l
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Una representacion gréfica del campo vectorial F(x;y) se muestra en la figura .
6.10.

INTEGRAL DE LINEA DE SEGUNDA ESPECIE

Definicién 3.- Sea a: [a; b] — R™ una curva seccionalmente regular, tal que

C = a([a; b]).
Sea F:D < R"™ - R™ un campo vectorial definido y acotado en la regién D que
contiene a la curva C.

AR"

Fig. 6.1

La integral de linea del campo vectorial F a lo largo de la curva C esti dada por

[, Feda=[]F(a(t))a'(t)dt

Observacion 7.-

i) Si el campo vectorial F:DcR?-R? es definida por
F(x;y) = (M(x; ¥); N(x; ¥)), entonces la integral de linea de F a lo largo de
la curva € < D esta dada por

[ = f [M(x; y)Ydx + N(x; y)dy] = [ F(a(t)) » a'(t)dt
¢ c

b
= f [M(a;(0); @z (8))ai () + N{ay (1); ay(8) )aj (6)]dt

a

i) Si la curva regular C es a: [a; b] - R3 y el campo vectorial F: D c R? — R?
es definida por
Fxyiz) = (P(x;y:2); Q(xy; 2 R(x Y5 2)),

entonces la integral de linea de F a lo largo de C esta dada por
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b
[= f [P(x; yi 2)dx + Q(xi i 2)dy + R(x; y3 2)dz] = f Fla(®) » (6)dt
C

b a
= J' [P(ay(£): az (); a3 (t))as (t) + - + R(a;(8); az(£); as(t))az (t)]dt

Ejemplo 7.- Evaluar la integral de linea f_ [(3x — y)dx + (x + 2y)dy], donde C
es la imagen de la funcion vectorial a(t) = (cost;sent), t € [0;2m]

Solucidén

Comox =cost y y=sent,setiecnedx = —sentdt y dy = cost dt

Por tanto, la integral de linea es

1= J [(Bx — y)dx + (x + 2y)dy]
C

2
= [ [(3 cost — sen t)(—sent) + (cost + 2 sen t)(cost)]dt = 2n
0

Ejemplo 8.- Calcule

1-x2\"? 1~ y? 1~ 22
—_— dx + dy +z{ =———|d
fc x<x2+22> o y<y2+zz) Y Z(2x2+22> z
donde C es la curva de interseccion de las superficies x =y v 2x* +2z2 = 1en

el primer octante, recorrida en el sentido contrario a las agujas del reloj.
Solucion

y=x

Al parametrizar la curva C: ( X )L 42=1 " sentido contrario al de las
1/v2
agujas del reloj, se tiene

L cost,y = —cost t. ce ;2] (Fig6.12)
X = —=CO0S¢, = —=CO0S ,Z =85ent, My 12.0. 12
V2 G 200 °

De donde, se obtiene
1 1
dx = ——=sentdt, dy= ——sentdt, dz =cost dt
V2 V2

Al reemplazar estas expresiones en la integral de linea, resulta
1-x2\"? 1—y?2 1—-2z%"
= —] dx+y|—=—"—|dyt+z|——]d
fc x(x2+22) x y(y2+zz) Y Z(2x2+22) ?
= f {—sentcost +sentcost (1 — sen?t)]dt
0

/2 1
= J (—sen’tcost)dt = ——
0 4
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S

(L 1)
W2 1)

Fig 612 Fig 6.13

Ejemplo 9.- Calcule [ (x%; y?;z%) » da. donde C es la curva imerseccion de las
superficies x> +y? +2z2 =16 y x*+y?=4y, z>0 recorrida en sentido
horario.

Solucion :

Al parametrizar la curva interseccion de las superficies

a2 gy 422216 = C G)Z ) (-3-;—)2 : @ _, (Fig 6.13)

N
comrrems [0 6=

en sentido horario, se tiene
x=2sent
C:{y=2(1+cost) | tel0;2n]
z=2vV2J1—cost

Asi, la funcidn vectorial que representa a la curva C es

a(t) = (2 sen t;2(1 + cost); 2V2V1 — cos t), te(0;2n] y

V2sent

al(t) = (2 cost;—2sen t:m)
v1—cost

Por tanto, la integral de linea es
2n
I = f Fla(t)) e a’(t)dt
0

\/Esent

2
= f [(2 sent)?2cost + 4(1 + cost)?(~2 sent) + 8(1 — cost)
0 v1-—cost

2n
=f [8 sen*tcost —8(1 + cost)*sen t + 8V2V1 ~ cost.sen tldt =0
0
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Ejemplo 10.- Calcule J. F(x;y;z) « da(t), donde
F(x;y;z) = (—yx;x* + z;e™ + tan(z)) y C es la curva interseccion de las

2 2
superficies T =1y 9x? + 4y? + z% = 40 en el primer octante, recorrida
en el sentido contrario al de las agujas del reloj.

Solucion
Al parametrizar la curva de interseccion de las superficies

X\ 2 y 2
i3 +G) =1
9x? + 4y? 4+ z° = 49
en sentido contrario al de las agujas del reloj, se tiene
n .

C:x=2cost,y=3sent,z= \/-1_37, te [O;E] (Primer octante)

Asi, la funcion vectorial que representa a la curva C es
n

a(t) = (2 cost;3sent; \/ﬁ) te [0;—2-]

a'(t) = (=2sent;3cost;0)y

F(a(t)) = (—6 sen t cos t; 4 cos?t + 13; e85 1<t 4 tan(V13))
Por tanto, la integral de linea es

/= f F(x;y;2) e a'(t)dt
Cc
T/2
= f [12 sen?tcost + 12 sen®t + 3V13 cos t]dt = (12 + 3v13)
0

INDEPENDENCIA DE TRAYECTORIA EN INTEGRALES DE LINEA

Una integral de linea, en general, no depende
solamente del integrando y de los puntos inicial
A y el final B, sino también de la curva de
integracion que va desde el punto inicial A hasta
el punto final B (Fig. 6.14).

Sin embargo, existe una clase muy importante de
integrales de linea que son independientes de la
trayectoria de integracion. Esto ocurre cuando la 4

forma diferencial que se pretende integrar Te s
Px;y;z)dx + Q(x;y;z)dy + R(x;y;z)dz es exacta, ¢» decir. oniste una
funcion f: U < R® — R tai que

df(x;y,2) = P(x; y; 2)dx + Q(x; y; 2)dy + R(x; y; z)dz
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Teorema 1.- Sea a: [a; b] — R* una curva regular, tal que a([a; b]) = C; y sea
F:D < R® - R? un campo vectorial continuo en la regién D que contiene a la
curva C, tal que F(x;v:z) = (P(x;y;2);Q(x;y:2);R(x;y;z)), donde
P,Q,R:D c R® > R son funciones a valores reales con derivadas parciales
continuas en la region D. Si la forma diferencial

PGy z)dx + Q(x; y; z)dy + R(x; y; 2)dz = F(x;y;z) « d#(d7 = (dx; dy; dz))

es exacta, entonces existe una funcion f: D < R™ - R, tal que

Ndf(x;y:z) = P(x;y; 2)dx + Q(x; y; 2)dy + R(x;y; z)dz

i) f [P(x; y; 2)dx + Q(x; y; 2)dy + R(x; y; z)dz] depende sélo de los
C
extremos de la trayectoria C que une los extremos

ala) = A(x;y1:21) y a(b) = B(x,;y2: 2,) y se cumple

f Faiyiiz2) » dF = (i3 y2:2) = f Gy 22) = f(B) — £(A)
C

Observacion 8.-

a) Sean P,Q,R:D c R® - R funciones continuas con primeras derivadas
parciales continuas en la region D.

La forma diferencial P(x;y; z)dx + Q(x;y;z)dy + R(x; y; z)dz es exacta si
y solo si

9P _0Q 9P _OR 0Q OR

—_— | e I =, V Y, ED
3y~ ox’ 97 ox a7 gy "wyiD)

b) Sean M, N: D < R*-R funciones continuas con derivadas parciales de primer
orden continuas en D. Entonces, la forma diferencial M(x; y)dx + N(x; y)dy
es exacta si y solo si

oM 9N V(ry) €D
=T, x;
dy  ox Y

La aplicacion del teorema 1 a un campo vectorial definido en R? se presenta en el

siguiente corolario:

321




CALCULO 11l

Corolario 1.- Sea a:[a; b]—R? una curva regular, tal que a([a;b])=C y sea
F:D c R?>R? un campo vectorial continuo en la regiéon D que contiene a la
curva C, tal que F(x;y) = (M(x;y); N(x;¥)), donde M,N:D < R*>R son
funciones de clase C* en la regién D.

Si la forma diferencial M (x; y)dx + N(x; y)dy = F(x;y) « dF (d7 = (dx; dy))

es exacta, entonces existe una funcién f:D < R?-R, tal que

Ddf(xy) = Mx;y)dx + N(x; y)dy y

i) f [M(x;v)dx + N(x; y)dy] depende solamente de los extremos de la
C

curva C: a(a) = A(x;;y1) y a(b) = B(x,;y,) vy se cumple

f [M(x; y)dx + N y)dy) = £(B) — f(4)

Observacion 9.- Si la integral de una forma —
diferencial Pdx + Qdy + Rdz es independiente 5
de la trayectoria de integracion, entonces la ( $
integral de esta forma diferencial sobre
cualquier curva cerrada es cero. Pues una curva

cerrada C puede ser considerada como la union

de dos arcos C; y C,, como se ilustra en la

Fig. 6.15
figura 6.15 de modo que

J [Pdx + Qdy + Rdz] = | {Pdx + Qdy + Rdz]
C1 CZ

Por tanto,

L[de+Qdy+Rdz]=jC +L =L _-[_C -0

2

En general, se tiene el siguiente teorema:

322



INTEGRAL DE LINEA Y DE SUPERFICIE

Teorema 2.- Sean P,Q,R:U c R3-R funciones continuas en U, y sea C una
curva regular cerrada contenida en U con una representacién paramétrica
a: [a; b]-R3, tal que a([a; b)=C y a(a) = a(b).

La forma diferencial Pdx + Qdy + Rdz es exacta si y solo si

f [Pdx + Qdy + Rdz] =0
c

La demostracion se deja al lector.

Ejemplo 11.- Calcule f (x+2z;—y —z;x — y) e d7, siendo C la curva de
c
interseccion entre la esfera x? + y2+2z2=16 y el cilindro x* + y* = 4x
Solucién
Para el campo vectorial del integrando. se tiene
Ply;z)=x+2z Qx;y;z)=-y—2z Ryv;z)=x—y
6P_O-_60 6P_1_6R 00 OR
dy dx’' 0z = ox' dz dy
Como la forma diferencial P(x;y;2z)dx + Q{x;y;z)dy + R(x;y; z)dz es exacta,
entonces por el teorema 2. la integral de linea sobre la curva cerrada C es

J (x+z,—y—z,x—y).d7¥ =f [(x +2)dx — (y + 2)dy + (x — y)dz] = 0
c c
Ejemplo 12.- Calcule

I=] [(y—2)dx+{(x—2)dy+ (y —x)dz] +
Cy

+ fc [(3 + 2xsen (%) = yeos @;)) dx +x cos (%) dy]

siendo C, el segmento de recta que vade (1;2;2) a (—1;0;2) y C; el arco de la
semielipse superior 4x*+y? — 16x + 12 = 0 que vade (1;0) a (3;0)

Solucion

La funcion vectorial que representa a fa curva C;, es

2

Ciia(t) =(1;2;2)+t(—-2,-2,0) = (1 —-2t;2-2t;2), t € [0;1]
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x=1-2t
@C1:{y=2—2t
z=2

"Asi, se tiene dx = —2dt, dy = —-2dt, dz=0
Luego, la integral de linea sobre la curva C;, es

I = L [(y — 2)dx + (x — 2)dy + (y — x)dz]

= fl(—Zt)(—Zdt) + (=1 - 2¢t)(-2dt)= f1(8t +2)dt =6
Q0 0

Para la segunda integral de linea sobre la curva C,, se tiene
)= N _yeos (). Nexiy) = x cos (2
M(x;y) =3+ 2x sen (x) y cos (x) N(x,y)~xcos( )

X
oM VY yy  ON
—53,— = cos (;) +;c- sen (;) =—a—;
Como la forma diferencial M{(x; y)dx + N(x; y)dy es exacta, entonces la integral
de linea es independiente de la trayectoria que une los puntos (1;0) y (3; 0).
Luego, se puede integrar a lo largo de cualquier curva conveniente que une los
puntos (1;0) y (3; 0). En particular, al considerar la recta que une estos puntos,
estoes, C,:7r(t) = (1 + 2¢;0), t €[0;1], se tiene

I, = fcz [(3 + 2x sen (%) — ycos (;—)) dx + x cos (i’-) dy}

- [(3)(2&) =f016dt =6

Por tanto,
=L+, =6+6=12

Ejemplo 13.- Calcule f. F(x;y) » d7 siendo F(x;y) = (e¥+ye*;xe’+e*) y C

es la curva descrita en cada caso.

i) C es el segmento de recta que va de (a; 0) a (—a; 0) sobre el eje X.

ii) C es la trayectoria que va de-(a; 0) al punto (—a; 0) sobre la mitad superior de
la elipse b%x? + a?y? = a?b?

iii) C es la circunferencia x? + y? = a? recorrida en sentido horario.

En cada caso fundamente su respuesta.

Solucién

i) La funcioén vectorial que representa a la recta que va de (a; 0) a (—a; 0) es

C:a(t) = (a;0) + t(-2a;0) = (a — 2at;0), t€[0;1]
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x=a-—2at
y=0
Luego, la integral de linea sobre esta curva es

I = f F(x;y)edf = f [(e” + ye*)dx + (xe¥ + e¥)dy]
Cc . [

4:)6’:{ . t€[0;1]

- f1(~2a)dt = _24
0

ii) Para la funcién campo vectorial F, se tiene

aM ON
M(x;y) = e¥ +ye*, N(x;y)=xe¥ +e* y E)‘;w e¥ +e” ™

Luego, la integral de linea sobre la curva € es independiente de la trayectoria
que une los puntos (a;0)y (—a;0). Asi, al integrar sobre la recta que une
estos puntos resulta

1=f F(x;y)edi = —2a
c

ili) Como en este caso la forma diferencial es exacta y la curva C es cerrada,
entonces seglin el teorema 2 se tiene

~

[ = j F(y)di =0
C

xdx + ydy + zdz
x?+y? + 22
x =2t y =2t+1,z=t?+t queune los puntos P, (0;1;0) y P,(2;3;2)

Solucidén

La funcién vectorial que representa a la curva C es

C:a(t) = 2t; 2t + 1;t* + t) cona(0) = (0;1;0) y a(1) =(2;3;2)
Por consiguiente, la integral de linea es

Ejemplo 14.- Calcule f , donde C es el arco de la curva

_f xdx+ydy+zdz_f1 20 +3t° 4+ 9t +2 _11 .
). xP4yr4zz 0t4+2t3+9t2+4t+1"2n( g
xidy — y?dx
Ejemplo 15.- Calcule f —)-_;—X—S——~—
a x3+y3

donde a es la cuarta parte de la

astroide x = Rcos®t, y = Rsen®t desde

el punto (R; 0) hasta el punto (0; R) (Fig. 6.16).
Solucidén
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La funcién vectorial que representa a la cuarta parte del astroide es
4
C:a(t) = (Rcos®t;Rsent), t € [O;—z—]

Por tanto, la integral de linea es

/= f x?dy —y?dx J’”/Z 3R3sen?tcos’t + 3R3sen’ tcos?t
T e xSByss R5/3cosSt + RS/3senSt

sen?t cos®t dt

/2 2 2 5 5 mw/2
=3R4/3f sen®t cos*t[cos®t + sen t]=3R4/3f
N cosSt + senSt o

_ 3ps3 jm (1 - cos(Zt)) (1 + cos(Zt))dt _ 3RS
]

n/2
_ 2
5 3 r fo (1 = cos?(2t))dt

37R*Y/3
716

(4:4:4) xdx + ydy + zdz

Ejemplo 16.- Calcule[
() Jx2+yi+zi—x—y+2z

alo largo de la recta

que une los puntos (1;1; 1) y (4: 4: 4).
Solucién

La funcién vectorial que representa a la recta que une los puntos (1;1;1) v
(4;4;4) es

Cia(t) =1 +3t;1+3t;1+3¢t), te[0;1]

Por tanto, la integral de linea es

l_f xdx + ydy + zdz _fl 9+ 27t
c \/,'X2+y2+22_x...y+22 0\/?;(1‘*'3(:)
9 1 -
:.:J dt = 3v3
V3 Jg
EJERCICIOS

En los siguientes ejercicios. calcule las integrales de linea a lo largo de la
trayectoria dada.

—

x? 2
I- L [\/x_z__yzdx+4xziy2dy ; C es el arco de la parabola y = = x?

desde (0;0) a (2;2).

38

2.- f [(x? = 2y)dx + (2x + y?)dy]; C es el arco de paraboia y? = 4x — 1
C .
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desde (1/4;0)a (5/4;2). R. 7,98

3. f [(x + y)dx + (x — y)dy]
C

a) A lo largo de los segmentos OA y 4B, donde 0(0; 0), A(2;0) y B(2;1)
R. 772
b) A lo largo del segmento OB.
4.- f [ydx + (x* + y*)dy] , donde C es el arco de la circunferencia y=+/4 — x?
C

de (—=2;0)a(0;2) . R. 7+8

- 1
3 [ [ —dx + = dy|,C es el arco de la curvax? — y% = 9 de
c Ixyx?—y? JxE—y?

(3:0)a(5:4) R. arcsen (4/5)

6. f y? sen®xy/ 1+ cos?x ds, C es el arco de la curva y = sen x desde (0; 0)
c

T ' 64
. | 4

7. f [y?dx — xdy]}, C esla curva y? = 4x desde (0;0) a (1;2) R. 3
c

8
8.- J x%dy,alo largo de la curvay = x3 — 3x? + 2x desde (0; 0)a (2: 0) R'i—f‘;
[

9. f [(y = x)dx + x*y dy], alo largo de la curva y? = x° desde (1; —1) a
C

(11 ' R.

[N N

xdx + ydy

10.- —_—,
c (XZ + y2)3/2

C es la curva generada por la funcién
a(t) = (e? cos(3t); et sen (3t)), t € [0; 2n]

2

x

.- f —Z—Y—z—dy, a lo largo del circulo x2 + y? = a? en sentido antihorario
c X2+y
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12.- Determine fa f(x; y)ds, si a es la curva que da vuelta en sentido contrario
de las manecillas del reloj alrededor del conjunto de puntos S dado.

a) f(x;¥) = xy; S es el tridngulo formado por los ejes coordenados y la recta

+2y =1 R V5
xrey= )
b) f(x;y) = x% + ¥?; S es la semicurcunferencia formada por el eje X y la
16
mitad superior de la circunferencia x? + y? = 4 R. 3 + 8n

) f(x;y) = (x — y)?; S es el cuarto de circunferencia en el primer cuadrante

formado por la circunferencia x2 + y? = 4 y los ejes coordenados.
12 -8

3

dfxy)=xy, alt) =(4sent;4cost), 0<t<m R. 0O
13.- Determine fa f(x;y: z)ds silacurva a recorre S una sola vez

a) f;y;2) =xy+2z; Seslarecta 2x+y—z=1 x+y+2z=2 entre
(-1:3,0)y(1;0;1).
by f(x;y;2z) =xyz,Seslapartedelarectax+y+z=1,y—z = 0quese

. V6
encuentra en el primer octante. R. Y3

¢) f(x;v;z) = x*yz, a recorre la interseccion de los planos coordenados con
R. 0

elplano2x +y+z =1
14.- En los siguientes ejercicios demuestre que el integrando es una diferencial
exacta y calcule la integral.
a) f [(x? + 2y)dx + (2y + 2x)dy], € es un arco arbitrarin de (2;1) a (4;2)
c
101
3

\ y? xy .
—dx — ,C | de (4:3

b)fc DL X (x2+y2)3/2dy es cualquier arco de (4; 3)

7

a (—3; 4) que no pasa por el origen. R.— T

c) j [(ye*(cosxy — sen xy) + cosx)dx + (xe* (cos xy — sen xy) + sen y)dy]
e

C es un arco arbitrario de (0;0) a (3:-2) R. sen3 —cos2 + e ®cos6
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15.- Calcule J V2y? +z? ds, donde € es la interseccion de las superficies
C

xP+y?+z2=atyx=y.

xdy — ydx
16.- Halle f —5——5— alrededor de la curva C
c xX*+y?
a) C: (x —2a)® + (y — 2a)? = a? R. 0
b) C: x? + y? = a? R. 2

17.- Calcule f (x — z)z ds, siendo C la porcion de la curva con ¢cuacion
c

y = x? en el plano z = 2 que inicia en el punto (1;1;2) y termina en (2; 4; 2).

18.—Calculef [Adx + Bdy + Cdz] para
a
a)a(t) = (acost;bsent;t?), 0<t<2m, A=x+y, B=y+z
C=z+x R. 2n? + 4wb — mab
b)a(t) = (at; bt?;ct?), 0<t<1, A=x+y+z B=xyz
a® ab ac abic !an

— y242,2 —_— PR TR
C=x"y°z R.243+4.4‘ T

19.- Calcule j lydx + zdy + xdz], donde a es la curva de interseccién de las

a
superficies x> + y2 =1 y z2 + y? = 1 (en el sentido positivo
trigonométrico visto desde arriba). Rom

20.- Calcule las integrales curvilineas de las diferenciales totales

12 xdx + ydy
a) ———— (el origen de coordenadas no se h:alla en el contorno
(3:4) xt+y
de integracion) R. In(13/ &}
P2 xdx + ydy o ﬁ
b) T donde los puntos P; y P, estdn situados sobre ias
Py yX° Tt y?

circunferencias concéntricas cuyos centros se hallan en el origen de
coordenadas y los radios son iguales a R, y R, respectivamente (K, > R;)
(El origen de coordenadas no se halla en el contorno de integracion).
R.R, — Ry
- 21.- Calcule ias siguientes integrales curvilineas:
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2) xdy — ydx
a) f Xy yex alo largo de unarcode lacurvax = 1+ 2cost,
(

30y X° +y?

y=2sent

b) j (x2 + 2y)dx + (y — x)dy, donde C es la frontera de la regién limitada
c

por las graficasde x = 0,y = 0,2y = (x —4)%, 2y = x + 2

(2:14) x
c) (Inx dx + x?>dy + —dz) a lo largo de la curva de interseccién
(1:0:1) z
de las superficiesy = x — 1,z = x*

22.~ Calcule las siguientes integrales curvilineas:

a) f xy ds, donde C es el contorno del cuadrado x| + |y =2 R. 0
Cc

b) f y? ds, donde C es el primer arco de la cicloide x = a(t — sen t),
C

256

L9093
R. 15(1

y =a(l—cost)

c) [ VX2 + y? ds, donde C es el arco de la envolvente de la circunferencia
c

x = a(cost +tsent), y=a(sent—tcost), t€[0;2n}]

a?[(1 + 4m?)*/? — 1]
‘ 3

2 %2 2 2 . 2 .
d) f [(Zx‘e" seny +e* seny)dx + (xe* cosy — 2y*z)dy — gy”dz] .
c

donde C es la poligonal que une los puntos A4(0;0:9), B(In2; —m; 6,
C(n3;m -3)yD(Ine;2m;1)de AaD.

R. v2a*

1~x2 1/2 1~y2 1/2 1—_22 1/2
e) f X (T-“'z') dx + y —'?'-'———2) d}’ +z —-*2‘-*—'—7> dz{,
c xt+z yé+z 2x% +z
donde C esta en el primer octante y es la curva de interseccion del plano

x = y con el cilindro 2x? + z% = 1. recorrida en el sentido antihorario.
R. 85(1° octante),84(17° y 2%° octante)
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(3:3:3)
f) [(1+32)dx —dy +3dz)] + f 2 arctan (Z) dx + In(x? + y?) dy,
(1:1:1) c X ,
si C es la circunferencia (x — 2)? + y? = 1, y el recorrido es en sentido
horario.

6.2 APLICACIONES DE LA INTEGRAL DE LiNEA

1. Sea a:[a;b] » R® una curva regular tal que a([a;b]) =C cR® y sea
f:C c R® - R una funcién continua sobre C.
Si Cesunalambre y f(x;y;2) =1, V(x;y;z) € C, entonces la longitud del
alambre esta dado por

L=fC f(x;y;z)ds=[c ds

2.8ip:Cc R3® — R es la funcién de densidad de la masa del alambre, entonces
la masa del alambre recorrido por la curva C es

M =f p(x:y; z}ds
c

Luego, el centro de masa dei alambre es el.punto (X; ¥; Z), donde

Jo xpeysz)ds _ [ yo(ayizdds _ [, zp(a:yiz)ds

i = ’ Z = - £

M Y M %

3. Si d(x;y;z) es la distancia desde ¢l punto P(x; y; z) del alambre a una recta o

plano, entonces el momento de inercia correspondiente a la curva C con
funcién de densidad de masa p: € < R® - R esta dado por

%=

f d*(x; y; 2)p(x; y; 2)dz
C

En particular, los momentos de inercia del alambre con respecto a los gies X,
Y, Z son, respectivamente '

Iy = f * +z)p(x;y;2)ds, I, = f (x% + 2%)p(x; y; 2)ds
C C

I = f (2 + y?)p(x; y; 2)ds
C
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TRABAJO

1. Si una particula que se mueve a lo largo de una curva C © R? es movida por la
fuerza F: D ¢ R? » R? definida en la regién D que contiene a la curva C, tal
que F(x;y) = (M(x; y); N(x; y)), entonces el trabajo W realizado por F a lo
largo de C esta.dado por

W=f F-di‘:f [M(x;y)dx + N(x; y)dy]
c c

2. Si una particula se mueve a lo largo de la curva € c R?* es movida por la fuerza
F:D c R? - R? definida por F(x;y;2) = (P(x;y;2); 0(x;y; 2); R(x; y; 2)),
entonces el trabajo W realizado por la fuerza ¥ a lo largo de C esta dado por

w =f F-di”’:f [P(x;y; 2)dx + Q(x; y: 2)dy + R(x; y; z)dz]
C C .

Ejemplo 17.- Determine la masa y la coordenada z del centro de masa de un
alambre en forma de hélice descrita por la curva a(t) = (cost;sent;t) entre
t=0y t=2m,siladensidades p(x;y;2z) = x* + y? + 22

Solucién

Como a(t) = (cost;sent;t), a'(t) = (—sent;cost;1) y

lla' (O]l = V2, t € [0;2n], entonces la masa del alambre es

2n
M= f p(xy; 2)ds = f o)l (Oldt
C 0

2 ' 47.[3

= (1+t2)\/§dt=2\/§(vr+ )
0 \ 3

Luego, la coordenada z del centro de masa del alambre resulta

fo 2P y; z)ds _ \/jf;"t(l + t3)dt _ 3(m+2m%)

_ 2\ 2
M 2\/2n(1+%’—) 3 +4nm

Z =

7/

Ejemplo 18.- Halle el trabajo realizado por el campo de fuerza F(x;y) = (y% x) \
al mover una particula desde (0;0) hasta (2;0) a lo largo de la curva C descrita por
elconjunto S = {(x;y) ER? /y =1—|1-x]}

Solucién
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La curva ¢ = €, U C, se muestra en la figura 6.17. Las funciones vectoriales que
representan a las curvas C; y C, son, respectivamente:

Ciray(0) =(6;0), tE€[0;1]
Cora,(t)=(1+t;1—1t), te[0;1]

Luego, el trabajo realizado por la fuerza F es

szc F(x;y)-df=fc [y2dx + xdy]

= | [Pdx+=xdyl+ | [y*dx+ xdy]
Cy C2 .

1 1 1
= f (£2 + t)dt + f -2+ (1 +t)(—D]dt = -3

y 4 YA
B{c,d)

(10 //

A(a; b)

<V

Fig. 6.17 Fig 6 18

Ejemplo 19.- Halle el trabajo realizado por el campo de fuerza

Flx;y) = (~ ;= ) al mover una particula a lo largo de unarecta
( y) x2+y2 x2+y2 p " g

que va desde A(a; b) hasta B(c; d).
Solucion
La funcién vectorial que representa a la recta que va desde A4 hasta B estd dada
por
Cia(t) =(a+tlc—a)b+t(d=-b)), 0<t<1 (Fig 6.18)

Luego, el trabajo realizado por la fuerza F a lo largo de la recta es

~ | x y ]
= F(x;vy; o d7F = - -
w fc (x;y;z) e dr fc |72 +yzdx X1 y? dy
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f[ [a+t(c—a)l(c—a)+[b+t({d-b)d- b)dt]
[ Il
2

la+t(c—a)]?+[b+t(d-b)]*

| 1
|[a+t(c—a))*+[b+ t(d—b)]zl] =-;—1n (£+—b2>
0

¢+ b2

Ejemplo 20.- Halle la masa del arco de lacurva C:x = efcost,y = e'sent,

z = e’ desde el punto correspondiente a t = 0 hasta un punto cualquiera t = ¢,
si la densidad del arco es inversamente proporcional al cuadrado del radio polar, y
en el punto (1; 0; 1) la densidad es igual a 1.

Solucién

La funcion vectorial que representa a la curva C y la densidad del arco son

C:a(t) = (e*cost;e'sent;e) y P(x;y;2) =

X% +y2 422
Dado que P(1;0;1) = —l; = 1,entonces k = 2
Luego, se tiene i
a'(t) = (ef(cost — sent);et(sent + cost);et), P(x;y;z) = ——2— y

X% 4 y? 4z
la' (Ol = V3 et
Por consiguiente, la masa del arco de la curva comprendida desde t = 0 hasta
t=rtyes

M= f o(x: y; 2)ds = f @)l @)llde
C

0
to

2 — ,
=) e V3eldt =V3(1—e0)

Ejemplo 21.- Halle el momento de incrcia sobre el eje ¥ de un alambre
semicircular que tiene la forma x2 + y* = 1, y > 0, si su densidad es

p(x;y) = |x| + |yl. Determine también la masa y el centro de masa del alambre.
Solucién

La funcion vectorial que representa al semicirculo supe‘rior de x* +y* =1les

C:a(t) = (cost;sent), te[0;n] y lla't)l| =1

Luego, el momento de inercia del alambre con respeto al eje ¥ es

k4

Iy = f x2p(x;y)ds = J cos?t(|cost] + |sen t])dt
¢ 0

[V9)
(98]
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n

/2 ) )
Iy = [ (cos®t + cos?t.sen t)dt + (—cos3t + cos?t sen t)dt = 2
Q /2

La masa y las coordenadas del centro de masa del alambre son respectivamente
n
M= f p(x;y)ds = f (lcost] + [sen t])dt = 4
c D

— Jo xp(;y)ds - Jo yoGiy)ds  2+m
M Y M T s

1 1
Ejemplo 22.- Yca F(x;y) = (ye"y - }—2—}—1; xe*” — Eﬁ) un campo de fuerzas
Halle el trabajo que realiza F al mover una particula desde el punto (1; 1) hasta el
punto (2; 2) siguiendo la trayectoria compuesta por C; U C, U (3, donde
C,: es la semicircunferencia (x —2)* + (y — 1)? =1, y =1
C,: es larecta que une (3; 1) con (4; 4)
Cy: es la recta que une (4; 4) con (2;2)

Solucién
En el campo de fuerzas, se tiene

1 1
M=ye*” ———, N=xe¥V ——

‘ x2y xyZ
De donde, resulta
oM — ey v 1 _ dN
3y =e xye *.xzyz =2

Como la forma diferencial M (x; y)dx + N(x; y)dy es exacta, entonces la integral

de linea es independiente de la trayectoria que une los puntos (1; 1) y (2; 2).

Asi, se puede integrar a lo largo de la recta que une los puntos (1;1) vy (2; 2),vesto

es, -
Ca@)=C1D+t(D)=>0+¢1+t), te(0;1]

Luego. ¢l trabajo realizado por la fuerza F a lo largo de la curva C es

‘ 1
W= j F(xy) » da(t) = f Fla@®) » ' (t)dt
C 0

! (1+1)? 2 4 3
—L[2(1+t)e —(1+t)3}dt—e —e-—z
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Ejemplo 23.- Halle el trabajo realizado por la fuerza F(x;y;z) = (y;z;x) al
desplazar una particula a lo largo de la curva C, interseccion de las superficies
z=2xyy x?+y? =1, recorrida en el sentido que vista desde encima del plano
XY, 'es el contrario al de las agujas del reloj.

Solucion

La funcién vectorial que representa a la curva C es

C:a(t) = (cost;sent;cost sent), te[0;2n]

De donde resulta a’(t) = (—sen t:cost; —sen’t + cos?t)
Por consiguiente, el trabajo realizado por la fuerza F es

2n
W= J- F(x;y;2) e da(t) = f Fla(®)«a'(t)dt
c 0

2

= [—sen?t + cos?*t sent — cost sen®t + cos’t] = —m
)]

Ejemplo 24.- Halle el trabajo realizado por la fuerza
F(x;y;2) = 2x ~y + z;x + y — 22;3x — 2y + 42) al desplazar una particula

(x-2* (r-3)°
4 * 9

vista desde encima del plano, es el contrario al de las agujas del reloj.

Solucién

Al parametrizar la elipse para que la particula recorra en sentido antihorario, se

obtiene la funcion vectorial

alrededor de la elipse = 1, recorrida en-el sentido que,

C:a(t)=(2+2cost;3+3sent;0), t€[0;2n]
De donde resulta

a'(t) = (—2sent;3cost;0)
Por tanto, el trabajo realizado por la fuerza F es

2
W= f F(x;y;z) e da(t) = j Fla(®))»a'(t)dt
c 0
2n
= [ [-2sent+cost sent+ 15cost + 6]dt = 121
0

EJERCICIOS

1.- Un alambre se dobla en forma de la semicircunferencia x2 + y* =9, x > 0.
Halle la masa y el centro del alambre si
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a) la densidad es una constante ¢ > 0
b) ladensidad es p(x;y) =y

2
"t

Encuentre la masa y el centro de masa de un alambre triangular formado por la
recta 2x + 3y = 6 y los ejes coordenados, si la densidad es p(x;y) = x + y

R. V13, (%;1)

[
Y

Determine la masa y el centro de masa del alambre en forma de hélice que
recorre la curva a(t) = (cost;sent;t), 0 <t <2m; si la densidad es
p(x;y; z) = z. Encuentre el momento de inercia con respecto al eje Z.

4

R. 2V2 n?, (0 _L —) 2V2 1r?
mnoo
4.- Halle la masa y el centro de masa de un alambre que tiene la forma de la hélice
C:a(t) = (t;sent;cost), 0 <t <2m donde la densidad en cualquier
punto (x;y;z) del espacio R® es igual al cuadrado de la distancia de dicho
punto al origen de coordenadas.

5.- Un alambre tiene la forma de la curva interseccion del cilindro parabélico
z=4—y% z=0conelplano x = 4 — y. Calcule la masa del alambre si su
densidad en cada punto es p(x; y; z) = |y|.

6.- Calcule la masa de un alambre que tiene la forma de la curva interseccion de .
las graficas de las ecuaciones x* + y* +z% = 1. y = z, si su densidad es
plx;y;z) = x*

i . . =4 — >
7.- Un alambre tiene la forma de la curva C: {y =4-z.220
+z=4
Sien cada punto (x;y; z) de C su densidad es p(x; ¥; z) = |y|(x + z). caicule
a) la masa del alambre
b) la primera coordenada del centro de masa del alambre.

8.- Encuentre el momento de inercia de un alambre circular de densidad igual a |
con respecto al origen, si el alambre tiene la forma de la interseccion de la
esferax® +y*+2z° = 1conelplanox +y+z=1. R. 2m2/3

9.- Un alambre tiene ia forma de la curva y = x*, —1 < x < 1. La densidad del

alambre es k\/’;. (Cual es el momento de inercia del alambre con respecto a!
eje Y?

R. F VS|
413 151
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10.- Halle el trabajo que realiza el campo de fuerzas F(x;y; 2) = (1 + y; x; —yz)
para trasladar una particula desde el punto A(2; 2; 4) al punto B(3; V3;2)alo
x2+y2+22=16

largo de la curva C: { X2+ y? = 4x

11.- Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(x;y;2) = (6xy® + 22%;9x%y?; 4xz + 1) para mover una particula desde el
punto A(2;0;0) hasta el punto B(0; 0; 2), siguiendo la curva interseccién de
la semiesfera x? + y% + z2 =4, z > 0y el cilindro x? + y* = 2x, recorrida
en sentido horario, si se observa desde el origen de coordenadas. '

12.- Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas

F(x;y;z) = ( ad e Z )

(X% + y% + 22)3/2 (x% + y2 + z2)3/2" (x + yZ + 72)3/2
para mover una particula a lo largo de una recta que une los puntos A(a; b; c)
yB{d;e; f) R. (d%+e? + f2)"1/2 — (a% + b? + ¢¥)/?

13.- Halle el trabajo que realiza el campo de fuerzas F(x;y;z) = (x;y;2) para
mover una particula desde el origen de coordenadas hasta el punto (1;1;v2) a
lo largo de la interseccion de las superficies x? + y? = z2, y? =x

.14.- Determine el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(x;y;2z) = (xy;x +y) para desplazar una particula desde el origen de
coordenadas hasta el punto (1;1) a lo largo de
a)larectay = x R. 473
b) la pardbola y = x? R. 17/12

15.- Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(x;y;z) = (8xy3z; 12x%y?z;4x?y3) para mover una particula desde el
punto A(2:0:0) hasta el punto B(1:v/3;7 /3) a lo largo de la hélice circular
a(t) = (2cost;2sent;t). R. 4V5 7

16.- Halle el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(x;y;z) = (yx;xz; x(y + 1)) para mover una particula sobre el contorno

del triangulo de vértices A(0; 0; 0), B(2;2; —2) y C(2;2; 2), recorrida una vez
y en ese orden. R. 5§

17.- Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(x;y;z) = (y%2xy + z;y + 2) para mover una particula a lo largo de ia
curva descrita por la funcién a(t) = (cost;sent;et), t € [0; 7]

18.- Sea C una curva que une los puntos A(1;1) y B(3;1) y
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x+2y Y
(x +y)? (x +y)?

que realiza F(x; y) para mover una particula desde el punto A hasta el punto B
siguiendo la curva C.

F(x;y) =(

) un campo de fuerzas. Calcule el trabajo

19.- Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas

F(x;v:2) = (5€%™* — 6y +In(1 — 2); 4x + e°°%Y + e%; 3x3y*z)

2 2
para desplazar una particula a lo largo de la elipse Te + 5T 1, en sentido
horario.
TEOREMA DE GREEN

Existe una relacion muy importante entre las integrales dobles vy las integrales de
linea que a continuacion se presenta. Esto concierne a las integrales de linea sobre
curvas cerradas simples.

Antes de introducir este importante teorema, introducimos algunas definiciones
preliminares.

Definicion 4.- Una curva cerrada regular a: [a; b] — R? es simple, si a es una
funcién uno a uno, excepto en los extremos del intervalo donde a(a) = a(b)

Definicién 5.- Una region S < R? es simplemente conexo, si toda curva cerrada

simple a de S se puede deformar continuamente a un punto sin salirse de S
(Fig. 6.19).

S, es simplemente S, no es simplemente S, es simplemente
conexo conexo conexo
g 6149

)
2
O




CALCULO 11l

Teorema de Green.- Sea V ¢ R? una regién abierta, S € V una region cerrada
simplemente conexa cuya frontera FrS = C < R? es una curva cerrada regular
simple.

oM dN

Si M,N,— 35 x :V © R? - R son funciones continuas sobre S, entonces
y ' Ox

aN oM
. —_—-—d *
irs[M(x y)dx + N(x; y)dy] = f 6y) A (%)

La demostracion de este teorema se deja al lector.

_ON oM »
Observacion 10.- Si Foi Fy— = 1, entonces el area de la regidén S es

CA(S) = % [Mdx + Ndy]
FrS

Teorema 3.- (Integral de linea para el calculo del area de una region). Si
D c R? es una region limitada por un camino cerrado €. entonces el area de la
regién D esta dada por

A(D) = ijg [xdy — ydx]
2J¢

Ejemplo 25.- Sea D la region interior al rectangulo de vértices (7;4), (—=7;4),
(=7;—4) vy (7, —4) v exterior al cuadrado de vértices (2;2), (—2;2), (—=2;-2) ¥
(2; —2). Al denotar con C a la frontera de esta region. calcule la integral de linea

f [4xydx + (2x? + 4x)dy]
Soluci('nf
Como M = 4xy y N = 2x? + 4x, se tiene
ﬂ=4x+4 y 6_1&/1:4)(
Jdx dy

Al aplicar el teorema de Green a fo largo de la trayectoria € = C; U €, U C3 U Cy,
como se muestra en la figura 6.20, se obtiene

ON oM

I = fc [4xydx + (2x? + 4x)dy] = !;f (—5; - 537 dA f (4x + 4 — 4x)dA
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=4 Jf 4(area de D) = 4(drea del rectangulo ~ area del cuadrado)

D

= 4(112 - 16) = 384

(-7:-4) o (74

Fig. 6.20 Fig. 6.21

Ejemplo 26.- Usando la integral de linea, calcule el drea de la region limitada por
v=4—x% ¢ y=x-—4

Solucion

Las funciones vectoriales que representan a las parabolas C;: y = x* — 4

C,:y = 4 — x* cuyo movimiento sobre sus trayectorias es antihoraria son:

CCpag(t) = (Gt —4), t€[=2:2]
Crap(t) =(2—t:4—(2-t)2), t€[0:4] (Fig 6.21)

Por tanto, el area dc la region D es:.

1 f 1 i
AD) =5 ( Ixdy — ydx] = 3 U (xdy — ydx) + f (xdy — ydx)
‘el ' Cs 'Cz J
C1+C2
1 2 4 ;
= ;U (t2t)(dt — (t* — 4)dt) + ( (2 - 0)2(2—0))dt — (4 ~ (2 — 0)D){—db)]
21, AN i
. fz't2+4)dt+ r4(‘4+ 2-t)1dt _ Lot 64]—~64 :
“2() J, 4 @-0Bdt =gz =Fu
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Observacion 11.- El teorema de Green puede extenderse a conjuntos mas
generales de manera sencilla. Supongamos que el conjunto S tiene como frontera
dos curvas cerradas simples @; y @, que recorren en sentido contrario a las
manecillas del reloj con relacion a S. Esto significa que la region S siempre esta a
la izquierda cuando una particula se mueve sobre ¢; 6 a,.
(Fig. 6.22)

Conectamos @; Y «, mediante dos rectas que no se intersecan o mediante
trayectorias poligonales como se muestra en la Fig. 6.22. Ahora, el conjunto §
esta dividido en dos conjuntos S; y S, cada uno de los cuales tienen una curva
frontera cerrada simple y; y ¥2,
respectivamente. Entonces. segun el
Teorema de Green, se tiene:

.

€\Y1

012

Fig. 6 22

' (Mdx + Ndy) = faN OMaa, i=12,.. L
ﬁ_( X y)-] (ax -6—3,—) , L =1.2,... Luego.
13 Si

ﬂ(aN Maa=§ Max+nd -$ (Mdx+Ndy)
J Fp 6y) -—Jai( x + Ndy) + az(, x + Ndy)

r {‘ .
=¢ (Mdx + Ndy) + P (Mdx + Nay)
J{Yx 2
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Teorema 4.- Sea S un conjunto cerrado y acotado de R?, tal que la frontera se
recorre por un niimero finito de curvas cerradas simples a;, @y, ..., an.
Supongamos que cada curva a; esté orientada positivamente con respecto a S.
SiM,N:S c R? - R son funciones continuas en una vecindad de S, entonces

f ?ﬂjﬂ ng (udx + Nd)

Ejemplo 27.- Sea S la region exterior al circulo
unitario C, que estd limitada por la izquierda
por la parabola y* = 4(x + 4) y por la derecha
por larecta x = 4. (Fig. 6.23)

Utilizando el teorema de Green, calcule

j‘ {«-—de+ T 4
c X2+y2 x2+y2 Y

1
donde C; es la frontera exterior de S orientada

como se muestra en la figura 6.23. Fo ez
Solucion
y X .
ComoM = ———— y N = ———, setiene
xt+y x? +y?
oM x? —y* Y yt—«x?

R SO AN Pt A
dy (x2+y2)?2 -~ dx  (x*4+y?)?
Asi, por el teorema de Green se tiene

firyd faNaMdAJOdAO
kx2+y2x x2+y y] *—

Cy+C2 .
Luego,

[ ettt = ot mm o)
o x2.+y2 x2+y2 y s x2+y2 x2+y2 -y'._

El cual es equivalente a

Jr[_ Y b d]—f |-+
o L x2+y? x? 4+ y? Y b x2+y? 2 +y2 7

Esto indica que la curva —C, estd orientada en sentido antihorario, esto es, la
funcién vectorial que representa a esta curva es

—Cy:a(t) = (cost;sent), t € [0;2n]

Por tanto, la integral de linea es
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Yy x 2n , ,
- dx + d ] = _
fcl [ x2 + y? * x2 + y? Y S [sen®t + cos?t]dt = 2m

Ejemplo 28.- Calcule la integral f [(xy + x + y)dx + (xy + x — y)dy],
c

donde C es la curva de

2 42
a) la elipse -—-+ i 1 (Fig. 6.24a)
b) la circunferencia x? + y? = ax (Fig. 6.24b)
Solucién
ComoM=xy+x+yy N=xy+x—y,setiene
M _ N »
dy =xTLy dx YT

Luego, por el teorema de Green resulta

f [(xy +x+y)dx + (xy + x —v)dy] = ﬂ(y — x)dA
c )
5

'\

r=acosO

Fig. 6.24a Fig. 6.24b

a) Para calcuiar la integral doble en coordenadas polares, se hace ia
transformacion *

—=rcosf
a =qrcosf
y g{y—brsené’ J(r; 6)—abr
b
donde la regién de integraciones S = {(r;8) /0 <r < 1 0<0<2m

Por consiguiente, por el teorema de Green se obtiene:

=rsenf
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sz [(xy+x+y)dx+(xy+x—y)dy]=f (y.— x)dA
C
S

= f f (br sen 8 — ar cos§)abr drd@v =0
b) En coordenadas polares, la region S; esta dada por

L ={0 6)/-——<9< 0<r<acosh} (Fig624b)

2’

Luego. por el teorema de Green se tiene:

[ [(xy+x+y)dx+(xy+x— y)dy] = ff(y—x)dA

a’

m/2 racos@
f f (r sen @ — rcos B)rdrdG = -
n/2

Ejemplo 29.- Valiéndose de la formula de

Green, calcule la diferencia entre las integrales YA
I = f [(x + y)?dx — (x — y)*dy] B(1])
AmB

~

b=j[&+w%w%wwf@]
AnB

donde AmB es un segmento de recta que une los
puntos A(0;0) y B(1:1) y AnB es el arco de la

x*‘

Fig.

parabola’y = x?. ig 625
Solucién
Como M = (x +y)? y N = —(x ~ y)?, se tiene

Y2ty v oy
dy XTYY g T (=)
Luego, por el teorema de Green resulta

aN aM 1
L-—1 = f ”“—' j Jr -2(x -y) - 2(X+y)]dydx-——
x2

Ejemplo 30.- Si () es la region del prumer cuadrante del plano XY limitado por las
curvas 4y = x, y = 4x, xy = 4, halle ¢l area de .
Solucion
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Sea Fr(€2) = C; U C; U (4 la frontera de la region £, donde las curvas C;:y = 7
Cy:xy =4 y C3:y = 4x estan representadas por las funciones vectoriales

Coay(t) = (46:1), te(0;1]

Cy:a,(t) = (S -t 'éé'i) t €[0;4] (Fig. 6.26)

Craz(t) =1 —t;4(1—1t), t€{0;1]

Por tanto, el area de la region (2 es

1
AQ) =5 f xdy — ydx]

Fr(Q)
1 1 1 ) .
=—1{ [xdy - ydx]+ ~j [xdy —ydx] + = | [xdy — ydx]
2 Cy 2 C; 2 Cz

= —f [4tdt — t(4d)] + J {(és ht)t; dt +§i—dt f [—4(1 — t)dt + 4(1 — t)dt]

= 41In4 u?

Fig. 6.26 Fig. 6.27
Ejemplo 31.- Halle el area de la regién interior a la circunferencia x? + y* =

1
y exterior a las circunferencias (x — 1)?+y? =—, (x+1)* +y*

2 ) 2 1 2 2 1 R N
x*+(y—-1) =7 X +(y+1) =32 (Fig. 6.27)

n&slb-\

Solucién
Sea € = ;U G, U C3 U C, U Cs, donde Cy:x? +y% =4, Gt (x —1)? +y2 ==

x

C(x+ 1) +y? =

NN

1 . ,
x2+(y-1)2=z{,€‘5:x‘+(y+1)2=

>Mr~
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Luego, el area de la region Q es

A(Q)=%f[xdy—ydx]: f« f_ j_ f_ fzgmlz

C ¢, ~C; -C; -Ci  —Csg
EJERCICIOS
1.- En cada uno de los siguientes ejercicios, verifique el teorema de Green
AM=-y, N=x, S:0<x<1, 0<sy<1 R. 2
2xy? .
byM = ,} —x%y, N =x"y* S:eseltridangulo de vértices (0;0),1;0)y
(1: D) ' R !
: , . 3
)M =0, N=x, Seslaregion comprendida entre las circunferencias
xP+yi=1, x2+y?=4 R. 3m

dM=—-y, N=x, Seselanilloa? <x*+y* <b* dondel<a<b
R. 2m(b* —a*)
2.- En los siguientes ejercicios, utilice el teorema de Green para calcular la
integral indicada.

lr C oy ) 3 oa - . - 3 ~
a) ’ (x“ydx 4+ y~dy),donde C es la curva cerrada formada por v = x, v* = x~

ae(0:Magh:h : R. ~1/44
b) (,b [(2x% = y3)dx + (x3 + y*)dy], donde C es el circulo x* + y* = 1

RR
‘.2

o) | [(v +e* )dx + (2x + cos(¥*))dy]|, donde € es 1a curva que limita a
JC
la region comprendida entre las pardbolas y = x?, x = v?.
(o ——— S .. T3 ;
d) ' '[V’xz +yfdx + (xy* +yln(x +yx* + y‘))] , donde C es la curva
JC >
que limita a la region, en el primer cuadrante, comprendida entre las graficas
) ) xZ yZ‘ X2 ),2
de las ecuaciones — + = = 1, s+ =
ac  b* dac  4b°

=1, x=0, ¥y=0.

5.- Calcule las siguientes integrales de linea:
£(0:1}
a) (y*dx + x*dy), donde 7 es ef semicirculo x = 1 —y2 R,
(0:-1)

W
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OV ydx — xdy

T
b) oy AP ,donde C es la curva x = cos®t,y = sen®t,0 <t < 5
R s
2
c) %[e"sen y dx + e*cosy dy], alrededor del rectangulo con vértices (0;0),
, T T 1
0, (15) v (0:3) R 3
y3
4.- Calcule f [(szey —x%y - —3—-) dx + (x3e¥ + cos y)dy| alrededor de
c .
4
2 + 2 - 1 ' R- -
x“+y >

5.~ Calcule [ [(4y + e* cosy)dx — (y* + e* sen y)dy] en sentido contrario
C

al movimiento de las manecillas del reloj y alrededor del paralelogramo cuyos
vértices son (0;0), (2;0), 3;Dy (I;1) R. -8

6.- Calcule f [(senh x — 1)sen y dx + (cosh x cos y)dy] en sentido contrario
c

al movimiento de las manecillas del reloj, alrededor del rectangulo 0 < x < 2.

n
OSySE R. 2

7.- Calcule ' [2 arctan G) dx +In(x? + y?) a'yi alrededor de la
v C *
circunferencia (x — 2)? + y? = 1 en sentido positivo. R. 0

8- Calcule | [2xyzidx + (x?2% +z cos(yz) dy + (2x*yz + y cos(yz) dz:

J
sobre cualquier trayectoria C desde P(0; 0; 1) hasta Q (1; Z 2} R.m+1

9.- Verifique el teorema de Green, para cada uno de los siguientes ejercicios
a)M = x*y, N =xy? donde C es la frontera de la regién S en el primer
1
. T 198
b)M=x+y, N=x*y, Ces lafrontera de la region S en el primer cuadrante
limitada porx = 0,y =0,y = 1 — x*

cuadrante limitada por las graficasdey = x, y3 =x? R

¢)M =0, N ==x, Seslaregion interior a la circunferencia x* + y* =4 v
1

—, (x+ )P4yl =

exterior a las circunferencias (x — 1)% + v# = 3

| s
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d)M =0, N = x, donde S es la region interior a la circunferencia
x? 4+ y* = 16 y exterior a las circunferencias x? + y* —4y +3 =0y
51m
4

X+ @ +1)%=

10.- Calcule la siguiente mteoral aphcando el teorema de Green

] (x + y®)dx + x%y dy (en el sentido positivo) donde S es la region limitada
c

por las curvas y* = x, |y| =2x—1

11.- Al aplicar el teorema de Green, calcule la integra‘lf [—x%y dx + xy* dy]

C
donde C es la circunferencia x* + y* = a? que recorre en sentido antihorario.
R na*
2

12.- Mediante el teorema de Green. halle el area de la region encerrada por ias
curvas dadas.
T 2

a) S es la region interior a la elipse I +=—=1

3ma®

b) S encerrada por ei astroide x = a cos3¢t, y = asen’t R.

¢) S es la region mas pequefia limitada por la circunferencia x* + y* = 16 v la

rectax +y = _ R. #(n — 2
d) S limitada por la cardioide x = a(2 cost — cos2t),
y = a(2sent — sen 2t) R. 6ra®

6.4 PARAMETRIZACION DE UNA SUPERFICIE
Sea D < R? un conjunto abierto y ¢:D ¢ R? — R una funcion definida por
¢: (u;v) = (¢, (W v); po(w; v); @3 (w; v)),V(uw;v) € D (Fig.  6.28), donde

@1, @2, P3: D € R? — R son funciones coordenadas de ¢.
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Definicion 6.- La funcion ¢: D © R* > R? es diferenciable de clase C* (k = 1)
si sus funciones coordenadas ¢,, ¢, ¢3: D © R* - R poseen derivadas parciales

continuas hasta el orden k.

Definicion 7.- Una funcion ¢: D < R%2 - R* (D conjunto abierto) es una
parametrizacion propia de R3, si
i) ¢ es uno a uno (inyectiva)

i) ¢ es diferenciable de clase al menos C* y tal que la matriz

9P1(P)  d¢a(P) d3(P)

Ju ou Ju
AP (P) dp,(P) dps(P)
Jv “dv dv 2%3

es de rango 2, es decir. la matriz tiene dos filas diferentes de cero.

Ejemplo 32.- Sea D ={(w;v) ER*/ u* +v* <1} vy ¢:D c R —» R® una
funcion definida por ¢(u;v) = (w;v;v1—u? — v). ; @ es parametrizacion
propia de R*? (Fig. 6.29).

Solucion

i) Para (w;v) y {u’; v") en D, se tiene

s

pwv) =d;v) = (wrivi—ur —vij = {uivivi—u? — v

-

Por igualdad de vectores, se tiene u = u/, v = v', entonces (u; v} = (u’; v’
Luego. ¢ es una funcion inyectiva.

v ZA

Fig. 6.29

i) @ es diferenciable, V(u; v) € D v la matriz

350



INTEGRAL DE LINEA'Y DE SUPFRFICIE

NV S B R S
jou du ouf_ V1 —u? -2
IO P S
v v v V1—u? —vil,

es de rango 2, pues tiene dos filas diferentes de cero.
Por tanto, ¢ es una parametrizacion propia de R3.

- A L
Ejemplo 33.- Sea D = {(u; VER /O0<u<2m 0<v< 5} La funcion

¢:D c R? - R? definida por ¢(u;v) = (cosu sen v;senu sen v;cosv) es
una parametrizacion propia de R? (Fig. 6.30).

VA

Ejemplo 34.- Sea D ={(y;v) ER*/0<v<2n} v ¢:D c R — R® 25 una
funcion definida por ¢:(u:v) = (ucosv;usenv;u). Pruebe que ¢ es
parametrizacion propia de R3.
Solucién
ij ¢ es inyectiva, pues
du;v) = dp(u';v) = (ucosv;usenv;u) = (u' cosv' ;u' sen v u'’)
(ucosv = u'cosv'}
Luego, zu senv = u'sen v’j, dedondeu=u"y v=1

u=u

ii) ¢ es diferenciable, pues sus funciones coordenadas tienen derivadas parciales
continuas. Ademas la matriz

¢, 3P, I¢;5]
Ju dJu du|_ ¥t cosv senv 11

6, 96, 6¢s| l-usenv wcosv' 0igns

Lov  dv  dv.
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Cosv senv _

=u*0
—usenv ucosv

es de rango 2, ya que

En consecuencia ¢ es una parametrizacién propia de R3,

PARAMETRIZACION PROPIA PARA SUBCONJUNTOS DE R3
Definicién 8.- Sea M © R? un subconjunto. Una funcién ¢: D € R? — R3 es una

parametrizacion propia de M, si ¢»(D) < M. En este caso se escribe ¢p: D < R? —
M (Fig. 6.31).

VA ZA
¢

e -

> o(D)

~~ b\
Nl

Fig. 6.31
SUPERFICIES REGULARES EN R?

Definicion 9.- Una superficie regular en R® es un subconjunto M < R?® con ia
propiedad siguiente: Para cada punto P € M existe una parametrizacion propia de
M.esto es ¢:D cR? = M, tal que ¢(D) contiene una vecindad de P € M
{Fig. 6.32).

vA

ADR
N

Fig. 6.32
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Ejemplo 35.- La superficie esférica de centro en el origen y radio 1, es una
superficie regular.

PLANO TANGENTE Y VECTOR NORMAL EN UN PUNTO DE UNA
SUPERFICIE REGULAR EN R?

"Sea M  R? una superficie regular y P € M. Entonces existe una parametrizacion
propia. ¢: D = M tal que ¢(u; v) = (¢, (w; v); ¢, (u; v); ¢z (u; v)).
Sea (ug; vy) € D, tal que ¢p(ug;vy) = P ysea C; = {¢p(ug; v) € M/ (uy;v) € D}

una curva que resulta al intersecar la superficie M con el plano u = u, (Fig. 6.33)

VA ZA
(b ¢v P = ¢ (”o V!

(u(};v()) V——\ /\‘ 7 7

o (bu
4SO
u

i, L )
G,
\- A

|
<Y

Fia 633
Por consiguiente.
Cy: p(ug;v) = ((bl(uo; v); b, (Ug; v); Pz (ug; v)) es una curva regular en M. Asi
el vector velocidad a la curva C; en el punto P es

&, (ttg; Vo) = 9¢ (ug; Vo) _ (6¢1(u0; Uo).aq}z(uoivn)_54'33(“0;”0)\

viTer o v Vo 9w ' v ' v
Analogamente. C, = {¢p(w;v5) € M/ (w;v,) € D} es una funcién regular en M,
es decir, C;: Pp(usvy) = ((f)l(u;v0);¢2(u:v0);¢3(u:v0)) . Su vector velocidad
en el punto P es

5. (11: v) = Gp(uo: vo) '(7¢1(univo).3¢2(uoivo)_d¢3(uoivo}\
Pullio: To du L du ' Ju ' ou )

Definicion 10.- El plano generado por los vecrores ¢, v ¢, es el plano tangente

a M en el punto P cuya normal es N = ¢, X ¢b,. Por ser ¢ una parametrizacion

propia, ¢, X ¢, * 0

Ejemplo 36.- Sea M Ia superficie esférica de centro en el origen v radio §.

Lod
()
98]
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VA ZA

, Py $u
/ . \

|
S & A
L o —>
y
I
]
X

SeaD ={(y;v) ER* Ju"+v <1}y

¢:D— M/ $pa;v) = (w;v; V1 —u? — v?) una parametrizacién propia de M.

Para el punto P(0;0;1) € M., se tiene C;: ¢p(0; v) = (0; v; V1 — v2) v su vector

velocidad es ¢, = (O; 1: -
\ Vi -—vpe

) y al evaluar en Q(0; 0 resulta ¢, = (0; 1: 0}

Analogamente. Cy: ¢p(u; 0) = (w: 0;v1I — 1) v 9,10;0) = (1;0:0;

Asi, el vector normal del plano tangente a la superficie estérica en P(0; 0; 1) es
N=g,xp,=(0,0;1)

Por lo tanto, la ecuacion del plano tangente es
Ppiz=1

6.5 AREA DE UNA SUPERFICIE

Sea ¢:D — M < R una parametrizacion propia de la superficie M, es decir, la
forma paramétrica de una superficic expresada en Ia forma z = f{x;y.

Sea Qy(ug: vg) €D Y Py = $(ug; vy) el punto correspondiente en M.

Si hacemos un pequeiio cambio du a lo largo de la linea v = v, v un pequenc
cambio dv a lo largo de u = u, en Q. ¢l drea de! rectangulo asi formado en el
plano UV es dudv. Estos cambios inducen cambios vectoriales en M que son
dados aproximadamente por

(%ﬂ_*_a_(p_z__. 64)3/}) .

¢
= — = B a i
du Ju du ou ' ou’ + du vy
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VA

d
0,14, v,)
|

u
D fu=1u,
1

Fag &35
Estas diferenciales d¢,, y d¢, son aproximaciones de los lados de un pequeiic
paralelogramo en M cuya drea esta dada por
dA = ld¢, X do, |l =l X @, lldudv, al que se le denomina elemente de drea
de la superficie M. o también diferencial de area.

Por tanto, el area de la superficie M, viene dada por
1

|
‘A(M) - ffuqbu ><¢,,||dudv—ﬂ “qu a(i)”dudv

Observacion 12.- Sea f: D © R? — R una funcion continuamente diferenciable,
tal que z = f(x;y). La grafica de f es la superficie

M=G={(x:y:z) / z= f(x:y), V(x:y) € D}
LLa parametrizacidn propia de esta superficie es
$:D R~ MC R/ ¢(xiy) = (xiyif(x:7))

Luego, se tiene

e R ]

Por consiguiente, ¢l area de la superficie z = f(x; ¥} esta dada por

A(M)"ﬂ 1Ja£ {6f} dxdy
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Ejemplo 37.- Determine el 4rea de la parte del paraboloide hiperbélico
z = y? — x? que se encuentra dentro del cilindro x? + y* = 1

Solucién

La parametrizacion probia del paraboloide hiperbélico (Fig. 6.36) es
¢:DcRE=-MC R/ ¢(x;y) = (x;y;y* — x7)

donde D = {(x;y) e R* /x?+y* <1}

C aqb—("() 2 / d(p—'O'lZ e ti
omo P 1,0, -2x) y r)y—( v 1:2y). se tiene

r3<p 6(1)
ax ay

d¢ a(p“

=(2x;-2y;1) y \—a— =1+ 4(x? +y%

Luego, el area del paraboloide hiperbolico que se encuentra dentro del cilindro es

~1 .ﬂ\/l ve
A(M)—J(\/l +4(x*+y?)dA = j i .Ul-r4(x‘+v* ) dxdy
] !

Ay “'-1“—,/1 ve
1]

Al utilizar coordenadas rolares x = rcosf v y = r sen £, se obtiene

o (5v5—-1jm
AM) =1 } vi+drirdrdf = ————u*

G o 6

il

Ejemplo 38.- Determine el area de una superficie esférica de radio a

Solucion

Sea z = f(x;y) = ya* —x% —y? la parte superior de la superficie esférica de
radio a. La parametrizacion propia de la parte superior de la superficie esférica es
¢:D cR* — Mtal que p(x;y) = (x;y;\/'—cﬁ—: x? —y?)

donde D = {{x;v) € R? ;x" +v* <a’

(9]
t
[ex}
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0 i X Ao \ ‘
Como %z (1;0;—:) ('b (O 1; -———-w-—gi————w).se tiene

V/az —x2—y2 0} JaZ —xi—y?
e R =
2—xz—yer—xz—yz aZ —xZ—y?

Luego, el area dé la superﬁme esférica es

‘4(M)=J-f *'—1—?-2—*—;(1.4
p yJa?—x%—y?

"Al utilizar coordenadas polares x = r cosf y y =1 sen 8, se obtiene

n/2 ra a
A(M) = 8[ f ———— rdrdf = 4ma*u?
0 o vac —r*

Ejemplo 39.- Encuentre el area de la parte del

plano x + y — z = 0 que se encuentra dentro del
cilindro circuiar x% + y* —ax = 0 {a > 0).
Solucion

La parametrizacion propia del plano
z=f(x;y)=x+yes

¢:D c R - M < R3 tal que

$(xiy) = (x-y~x +)

2 . a\
dondeD—l(xy)eiR?f/ ‘/x—-z— —i—y‘s-?fk
J

(o3

P .
Como ;: CHUSIRY A(D (0;1;1),setiene

[5e 35

Luego, el area de la parte del plano es

4(M)-2[ r -

6 Y0

V3 dydx

Al pasar a coordenadas polares. se obtiene

FT/2 pACOSE _ V3 wa?
am=2| | Virdrde =
J

0 0

-

u;
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Ejemplo 40.- Considere la superficie z =2 — x* —y, donde su dominio de
definicion es el triangulo D limitado por las rectas x = 0, y = 1, y = x. Halle el
area de la superficie.

Solucién

La parametrizacion propia de la superficie es ¢: D € R? — M tal que

p(xiy) = (x;y:2—x* —y)
donde D ={(x;y) ER? /x <y <1, 0<x<1} (Fig.6.38)

d¢ ¢ .
Como T ¢, =(1,0;-2x) y —6_}7 = ¢, = (0;1; —1), se tiene

e X ¢, ]| = V2 + 4x2

Por tanto, el area de la superficie es

- 1 1 .
A(M)=Jf\/2+4x2dA=f j J2 ¥ 4x2 dydx
D 0 Jx

! 1 — — V2
=f (1= 2)V2+4x? = 5In(V2 +V3) + = 0,809

Fig. 638 Fig. 6.39
Ejemplo 41.- Calcule el area del pedazo de cilindro x? + y* = By que se
encuentra dentro de la esfera x + y? + z° = 64.

Solucién
Al proyeciar el pedazo del cilindro sobre el plano YZ, se tiene

M:x = f(y;z) = 8y — ¥? (Fig. 6.39)

La curva de interseccion entre la esfera v el cilindro en ei plano YZ es
z% = 64 — 8y. La parametrizacion propia de la superficie M es

¢:D < R? » M < R? tal que ¢(y;z) = (8y — y%;y; z), donde

D={(y;z)eR*/0<z<,/64-8y, 0<y<8}
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Como ¢, = J—:—L;l;ﬂ\ v ¢, = (0:0; 1), se tiene
Y 8y —y? }
. PG
2= 11 =
16y .l J ey T

Por tanto, ¢l drea de la superficie M es

A adady
— = 256u

A(M)z_g—g\/__l}t—;_;dzdy=4foefo \/W

EJERCICIOS
1.- Encuentre el area del pedazo del paraboloide eliptico z = x* + y? que se

— T
encuentra debajo del plano z = 4 R. (17V17 - 1) guz

2.- Calcule el area del pedazo de cono z? = x? + y? que se encuentra sobre el
plano XY y dentro de la esfera x* + y? +z? —4y =0 R. V27 u?
3.- Halle el area de la superficie del paraboloide 2z = x? + ¥* que queda fuera
R 2r(5V5 - 1)
del cono z? = x? + y? R. —«—-L—%——_——i! u?
4.- Encuentre las areas de las siguientes superficies
az=1-x*-y2 D={(xy)/¥*+y* <1}
byz=x?+y% D={(x;y) x*+y* <1}
g2z=4—-x*—y% D={(x;y)/1<sx*+y* <2}
5.- Encuentre el area de la porcion de cada superficie descritos como:
a) la parte de bz = x? — % interior al cilindro x* + y* = a® {ab > 0}

T avare et o
R, == (" + 462)3% — p3Tyt
b LS B
b) la parte del cilindro y* + 2% = 4a® paraelcual z 2 6, 0 <y <a-—x.
L T = L
0<x<a R a*[=+2v3—4ju?
3 y
¢) la parte del cilindro z% = 8x interior a la columna prismatica acotada por

e In(2 +v3) .
los planosy = 0, x = 1yelcilindrox® = 4y R, — ~-u
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d) el drea de la parte de la esfera x? + y? + z% = a? cortado por el cilindro
x?+y?=ax . R. 2a?(m — 2)u?

6.- Encuentre el area de la parte del cilindro x* + z* = a* interior al cilindro
y? =a(x +a) R. 8V2a?u?
7.- En los siguientes ejercicios, halle las dreas de las partes indicadas de las
superficies dadas.
a) De la parte z2 = x? + y? recortada por el cilindro z2 = 2py R. 2v2mp?u?
b) De la parte y? + z2 = x? recortada por el cilindro x* — y? = a* y los planos
y=by=-b R. 8vV2ab u?

6.6 INTEGRAL DE SUPERFICIE

Sea £ ¢ R? una superficie regular y g: E € R® — R una funci6n definida sobre
E, sea ¢:D c R? - E una parametrizacion propia de E, donde D es una region
cerrada en R?. (Fig. 6.40).

VA .
} E // ! /{)\
¢ - /\ W'v)
12 ,/ ’u
Fig 640

Sea P = {r;, 13, ..., T} una particion de la region cerrada D < R?, esta particion
induce ia particiéon P’ = {g;, 0, ..., 0, }, de $(D) donde a; = ¢(r;) para
i=12,..n

Sea (u';; v';) € r;, un punto arbitrario tal que ¢p(u';; V') = (x';,¥'1,2";). La suma
de Riemann de g correspondiente a la particion P'es

Z g, ¥'1,2)A(0;), donde A(o;) = Area de o,
=1

La integral de superficie de Ia funcién g sobre la superficie E esta dada por
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n
! = ﬁg(x;y; z)do = “A(laif?“_mZg(x’,-,y’i,z’i)A(ol-)
E =

Observacion 13.- Si E = ¢(D), entonces la integral de superficie de g sobre E
esta dada por

I = ﬂ 9@ v)) “—— x —”dud
siempre que exista esta integral.

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA INTEGRAL DE SUPERFICIE

Teorema S.- Sea E una superficie regular de R* ¢:D cR®*—E una
parametrizacion de E, tal que ¢ (u; v) = (¢, (w; v); P, (u; v); 5 (u; v))
Si g: £ — R es funcién continua, entonces:

a)existef glx;y:z2)do
E

h r »
o1 [ 9ty 2o = [[ 90003 020 9): 5 )l % e

Observacion 14.- Sea D © R una region cerrada vy f:D — R una funcién
diferenciabie de ciase CZ. su grafica es la superficie

E=G ={xiy:2)€R?/ z=[(x;y), v{x;y) € D}

La parametrizacion de E es

$:D — E  R? definido por ¢p(x;y) = (x;v: f(x;¥))

Sea g: E — R una funcidn continua, entonces la integral de superficie de g sobre
E esta dada por

Jg g(x;y;z)do = ﬂg(x;y:f(x;y))jl ; (——I:) (gi)

dax

(8]
(o))
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Ejemplo 42.- Calcule ffg(x; y;z)da ,donde g(x;y;z) = x*z,
E

E:z=.,/1-x%Z—y? (Fig. 6.41)
Solucion

[ s T 5 . —X —y
Comoz=f(x;y) =1 —-x2—y? fi=— -

S p— A

entonces al aplicar la formula de la observacion 14, se tiene

-

x2 2

szfxzzdozfj\/1~x2—y2 /1+ —— + y 5 dydx

\ l=xt=y* 1—x°—y*
3 E

donde D = {(x;y) € R* / x* + y* < 1} es la proyeccion de E sobre el plano XY.
Por lo tanto,

~ {-1 sVi-xe ) ~1
i= J[x:dydxz I i _ x*dydx =2

J W ey imxt

Ejemplo 43.- Calcule ﬂ (x* + y*)do siendo E la superficie del cono

22 =3(x*+yHentrez=0yz =13 (Fig 6.42)

Solucion
v e 0Z V3x z v3y
Comoz = f(x;y) = y3(x? 4+ y?), —=—=——=, — = ———=,donde
Ox  JxT+y2 Iy JxT+yl

D={(x;y) €R?/0<x<V3 0<y<v3—=xZ eslaproyeccion de E sobre
XY. entonces se tiene
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l—ﬂ(z+ )1+ 3 + o dyd
=Ty X+ y? x4y yax
b

V3 py3-x2
=2 ff(x2 +y?)dydx = 8[ f (x? + y?)dydx = 9
0o Yo
D

Ejemplo 44.- Calcule ﬂ. g(x:y;2)do, donde g(x;y;z) = xz,E es la parte
E

del cilindro x? + y? = 1 entre los planos z =0y z = x + 2

Solucion

En coordenadas cilindricas r, 8 y z . E esta sobre la superficie » = 1. Asi, al
escoger 8 y z como coordenadas paramétricas en E se escribe

E:x =cosB, y=sen8, z =2z con(8;z) € D;donde

D={6;z) /- mn<0<m 0<z<2+cosb}

Luego, la parametrizacion propia del cilindro es
¢:D c R? - E c R3 tal que ¢p(6;2) = (cos 8 ;sen 8;z)
Como ¢g = (—sen 8;cos8;0) y ¢, = (0;0; 1), se tiene

i x ¢l = 1

Por tanto, al aplicar la formula del teorema 3 resulta

1= [[ gtiwiardo = [[ 9(61(68:21 026 2: 2(8: )0 x 0z

J

E D
- I r2+cose
= jfzcose g X @, lldzdb = ! f zcosl dzdf = 2m
S g
D

Fig 843

U
N
(34
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EJERCICIOS

1.-Calcule las siguientes integrales de superficie f[ gy, z)do
) E

2 2

z

2
b c?

a) ff Jx2% + y? do, donde E es la superficie lateral del cono —

/2 2
0<z<b R.2na? a ;—b

b) ffxzda,dondeEese]cilindrox2+y2=1, 0<z<1

— 81nm
c) ﬂ‘x(y2 + z?)do , E semiesferax = /9 —y2 — 2% R. =

d) ﬂ(yz +z0do, E:x= \/m

E
€) ﬂ' xyzdo , E es el triangulo con vértices (1;0;0),(0:2;0) y (0; 1; 1)
f) [f z*do ,E es la frontera dei cubo € = [-1;1] x [-1;1] x [~1; 1]

Sugerencxa Resolver cada caso por separado y sumar los resultados.

2) _” zda , E es la superficie z = x? + y? seccionado por x? + y* < 1

n (10 VE 4 2
8\ 3 15)
2.- En cada uno de los siguientes ejercicios calcule f g(x;y; z)do

a) g(x;y;2) = x2, E es la parte del plano z = x interior al cilindro x? + y* = 1

R V2
5
b) g(x; y; z) = x?, E es la parte del cono z% = x? + y? entre los planos z = 1
15v2
yz =2 R. "
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SUCESIONES
Y SERIES

7.1 SUCESIONES

En el lenguaje corriente las palabras “sucesién™ y “serie” son sindénimos y se usan
para designar un conjunto de cosas o sucesos dispuestos a un orden.

En matemadtica, estas palabras tienen un significado especial. La palabra sucesion
tiene un sentido similar al del lenguaje corriente, pues con ella se indica un
conjunto de objetos colocados en orden, mientras que la palabra serie se usa en un
sentido completamente diferente.

En este capitulo primero se aborda el concepto de sucesion que es la base para
comprender satisfactoriamente el concepto de series de numeros reales positivos y
serie de potencias.

Definicion 1.- Se denomina sucesion de niimeros reales a toda funcion de N en R
ysedenotapor: a:N - R /a(n) =a,

N

Esto es. una sucesion ay,d,,dz, ay,ds, ... s un arreglo ordenado de nimeros
reales, de modo que tiene un primer elemento. un segundo elemento. un tercer
elemento vy asi sucesivamente.
Una sucesion se puede especificar proponiendo suficientes elementos iniciales.
como por ejemplo

3.8,13,18.23.28, ...
o dando una formula explicita para el n-ésimo elemento. esto es

A, =5n—2, n=1 0 {Qyjns1 = (51— 2},
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o mediante una regla de recurrencia
Ay =ap_1+5 n=22, a,=3

Ejemplo 1.-

222 2 2 2 2

a) I'E'}...,an:}; b)14,24,3%,..,a, = n%,

o -11,-11,-1,..,a, = (D" ..

d)1,v2,v3,v4 =7 Lz34 =
, , i sy = VN, 6)2,3,4,5. 'a""n+1'
58 11 1
,g,é—,T,...,anz:‘g'-E,.--

En cada uno de estos ejemplos hemos exhibido el n-ésimo elemento para asi tener
en forma més compacta de la forma general de elementos de la sucesion.

Una representacion grafica mas conveniente de una sucesion se obtiene marcando
simplemente los puntos ay, @, as, ..., a,, ... sobre la recta real R.

Este tipo de diagrama indica hacia donde va la sucesion. Por ejemplo. se tiene

N

(o~ g d, oy dy=1 a2
Wnd = ikn}‘n21 (: —1'_ 2 o
2 3
{.an} = (_'1)"1”21 -
ho=b,=b =-1 0 1=/ =b,
2
{an} B {;}nzl -
[ = < ‘ ‘
LIMITE DE UNA SUCESION =03

Definicion 2.- Se dice que la sucesion {a,, },»; tiene como limite el nimero real L.
v se escribe

lima,=LeVe>0, IN>0/V¥n>N=la,-Li<¢

Nn—sixe

L-¢ L L +¢
° . ° ( o000 )
al az a\, a\’&l

Si L es finito, se dice que la sucesién {a,},»; €s convergente, y si L es infinito o
no existe, se dice que la sucesion {a, },», es divergente.

n
Ejemplo 2.- Demuestre que la sucesion { }

tiene como limite
2n+ 17,5, ,

i
5
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Solucién
Dado € > 0, se debe encontrar un N > 0 tal que lZnT-ll- 1-—-% <;, vn>N
Enefeéto‘l n —-1-<£¢:> ! <e®4n+2>1mn>1_28=N
2n+1 2 4n+ 2 € 4&
Portanto,Vn>N=lﬁzg,setienel n -—l <€
2n+1 2

Ejemplo 3.- Demuestre que la sucesion {(—1)"},;»; no es convergente.

Solucién

Suponga que Tlll_r)r‘}o (=1)" = x,. Entonces, parae = 1,3IN > 0,

tal que Vn > N, se tiene |(—1)™ — x,] < 1

Ahora, paran, pary n, > N resulta |1 — x,] < 1 y para n, impar con n, > N, se
tiene |—1 — x| < 1

Luego, al aplicar la propiedad de la desigualdad triangular se obtiene

Asi, se tiene 2 < 2 (contradiccion).
Por tanto, la sucesion {{~1)"},,; es divergente.

L i n "
Ejemplo 4.- Determine si la sucesion {n sen (—-)} es convergente o divergente.
n21
Solucion

Al hacer el cambio de variable x = — (x — 0 cuando n — ), se tiene

Cap

sen (.
n

N’

. s . _ sen(mx)LH  mcos(mx)
lim n sen (—~) = lim = |lim Z lim———— =
n—oo n Mn—»00 x-0 X ]

31I3m

} es convergente y converge a 7.

n2i

Por tanto, la sucesion {n sen (

Observacion 1.- En los problemas sobre el célculo del limite de una sucesion, es
recomendable utilizar la relacion siguiente

Silim f(x)=L vy f(n) =a, V¥Yné€N,entonces lim a, =L
X000 N0

Esto nos permite aplicar la regla de L."Hospital al problema de calcular el limite
de una sucesion.
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PROPIEDADES DE LAS SUCESIONES

Sean {anlns1 Y {bnlns; Sucesiones convergentes y ¢ una constante. entonces

Iy limc=c¢ 2) limca, =c¢ lima,

n—oo n—o n—oo

3) hm (an +b,) = lima, + ]1mb 4 lim(a,. b,) = (lim an).(lim bn)
n-—oo n—o n—oo

n-—oo

)i n ii_‘rg’an i b, # 0

5) lim = =2 , Si b, #

n-oo b,  limb, n
n—oo

Como las demostraciones de estas propiedades son semejantes a las
correspondientes para funciones, se deja como ejercicio para el lector.

Ejemplo 5.- Pruebe que limr™ = 0,510 < r < 1y es divergentesir > 1.

N2
Solucion
Para 0 < r < 1. se necesita probar que, dado £ > 0 existe N > 0 tal que

[r* —-0] <& Yn>N
Asl, para £ > 0 se tiene

In(e)
r—0l<ee=ri<ee=enhh@r)<hes=n>
In(r)
In(e)
Lucgo,[r" =0l <& ¥Yn>N =
In(r)
Parar > 1, lim r™ = +o0. Por tanto, la sucesién es divergente.

n-— ot

Teorema 1.- Teorema del emparedado para sucesiones. Sean {a,} v {b,}

sucesiones convergentes a L, esto s, lim a,, = hm b, = L y existe un entero M
n—oe

tal que a, < ¢, < b,, vn > M.Entonces limc, =L
n-—o0

sen'(n) _

Ejemplo 6.- Pruebe que lim -
n—oo

Solucion
De acuerdo a la propiedad de la funcion seno paran > 1, se tiene

N 1 sen(n) i v
-1<sen(n)<le=—--< <=, vn>1
n n
AN 1
Como lim ( —) =0 = lim ~, entonces por el teorema del emparedado
n—oo n n_'m
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se obtiene
. sen(n)
lim ———= =
n—oo n

In(n?)
Sn

Ejemplo 7.- Determine si la sucesion { } es convergente o divergente.
n21

Solucién
Al aplicar la regla de L"Hospital, se tiene
In(n?) C2 In(n)“’ 2

Jim =g = lim — Jim S s = 0

Por tanto. la sucesion es convergente y converge a 0.
8n° +5n +7

Ejemplo 8.- Calcule lim m—

Solucion
5. 7
8n3+5n2+7_1. 8+5+.3 8 .
nl—r:g‘ 2n3 —6n+4 -nl—{gz_ 6 + 4 7
nz ' n3
EJERCICIOS

1
1.- Demuestre que la sucesion { } converge a 0.
n¢

n+1

2.- Demuestre que la sucesion { } converge a 1.
\ ¥

n

3.- Determine si las sucesiones siguientes son convergentes o divergentes. Si son
convergentes encuentre su limite.

O T AV R int+ 1
a) j=———¢ D) <= » ey ! !
2n— 1) (3n% —n, on
¢ 1o [ n’ |
d) iz €) {-——— sen (“)
vne + 1 2n + 1 n J
n? n  sen (7,)
Sugerencia: lim ———— sen (.. = lim ————  ———— 1"

a—eo 21 4 L n—02n+ 1 1/n

. (Intny . . ) .
0 — } sugerencia:aplicar la regla de L "Hospitaj
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1 D"+ 1)
v L { Zn }
D{n+2-vn+1} {n(%}n}

4.- Demuestre cada uno de los siguientes limites:

D lim—— =% byl "2+(_1)n) 2

2) ng?o 2n+1 2 ’)nl—ent?o( n -

ol (4n+1)m4 i Sn*+8n+1\ 5
L)nl.?; Sn—4/ § )nl—{lgo 5+3n-—n? T

PRUEBA DE LA RAZON PARA CONVERGENCIA DE SUCESIONES

1
Teorema 2.- Sea {a, } una sucesion de nimeros reales. '

~c g ’an 1: . »
Si lim {—! < 1.entonces iima,, = 6 ﬂ
n—oo | an { 71— 0 |

n
Ejemplo 9.- Determine si la sucesion {——-} es convergente o divergente.

n!
Solucién
n 5n+1
Comoa, =— ¥ Qp. =-————,entonces se tiene
S T C AL B
5n+1
. Unig . (n+ 1) ! . o
lim —— = lim —%—= — = lim ——=0
A Nedoc D n-vee 57 (04 1) neson+ 1
n’
n
Luego. iim a, = iim — =0
n—+oc -0 N}

Por tanto. la sucesion es convergente.

. . (n .
Ejemplo 10.- Determine si la sucesion {-;1-} es convergente o divergente.
n

Solucién
ni {(n+1)! .
Puesto que 4, = — V d,.; = ———, enlonces se tiene -

w7
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(n+ 1)
o Gt _ A DR (e + 1))
m - an;x n! T anen! n+1
n an n n n—conl(n+ 1)
nn
. n o \" ) 1 1
=lm (-55) = Ay
n
) ) n!
Luego. n’i‘i“" = nl_lftﬂy);; =

Por consiguiente. la sucesién dada es convergente.

Ejemplo 11.- Determine si la sucesion {

Solucién

2" +nt
3n_n7

Al dividir cada término de la sucesion entre 3™, se tiene

} es convergente o divergente.

4

2\" . n* o2t n

SN a4 (= + 5 lim(5) + limsx

.. & tn . \3/ 3n —o \3 oo 37
lim ————= = lim > =1 L
Ao 3% — 07 now n’ S ’
1 - 57 1— lim =5
3" oo 3T

Al aplicar el criterio de la razon separadamente a cada sucesion, se obtiene

- 2Mh 4t
lim ——— =0
n—o 3" —n’

Por consiguiente, la sucesion dada es convergente.

Teorema 3.- Teorema de la media aritmética. Si {a, },,», €s una sucesién de

naimeros reales tal que lima,, = a. Entonces,
n—oe

g tagtrtay
m =aQ
n—oe n

Teorema 4.- Teorema de la media geométrica. Si {b,,},>, s una sucesion

convergente y lim b,, = b. Entonces,
100

tim /b, .0, .. by = b

00
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Ejemplo 12.- Determine si la sucesion

—
n s |9 + 18, 4n+1 i
Vot + 1 \]E + 37 7T + \l_n 1 es convergente o divergente.

n21
Solucién
. n 5 [; 13 n+1
L:llm'—‘—“’"““,_.__[*_ ;+ /§+ ‘2*+"'+ 1
— 00 2
n Vont + 1 Y B\ \ n
’ n® 1 'S 4 in+1
= lim —=—=.~| |=+ -+
n—owo fgpt 41 n{.f2 n+1
X ﬁ+ L [l
n* 27 +1
= lim ————. lim Vn (%)
N L n
El limite del primer factor es
. n? 1
lim ———==

noo ot 41 3
Al aplicar el teorema de la media aritmética al segundo factor. se obtiene

. ' an+1
lima, = Iim\/ =2

n-—oo n-+w_ | n+1
r r— — — L
, n Is lo 13 lan+1 A 2
Luego,L = lim — = 5+ izt ot :(»)(7)-;
n—wgpt 4+ 1|02 NE \}4 an+1 3 3
Por tanto. la sucesion dada es convergente.
Ejemplo 13.- Halle el limite de la sucesion {a,} 1, donde
3 — 1 8 15 n+ 1
ay = Ynd+2n2+3—ynt+dn+ 1+ ————=|z+—+ -+ S
Vvni+an+113 4 n+2
Solucion
) . 373 = ) : . n g 15 n+ 1]
lima, = im (Yn¥+2n +3 —yn*+4n+ 1)+ lim ——:_—1——___—___:[: i RIS :
a-on RS E ey Nt 4 4 a + n+2:
. n .8 15 n+ 1
:—:+hm———~——~_.hm(:+f—.—--~r — |
3 ”““’“\/7’12 +~dn = 1 nme s + N+ o/
oL o . 5 .
Como lim — = 7, zntonces por el teorema de ia media aritmetica resulta
ol 7T oL
y 1rg 15 n -+ 1j
im —|=4+— -+ =7
n—+eonld 4 n+ 2
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* n

Para ¢l primer factor se tiene lim ————=——=1
nmrryntd +4n+ 1
Por tanto.
) 4 17
lima,=-z+17)=—
n—+ 3 3

Ejemplo 14.- Determine si la sucesion es convergente

o divergente.

Solucion
Se tiene.
2 5 n*+1 ) 1
a; = 7 a, =§§,...,an =m y ’El_ll‘loan =§

Luego, por el teorema de la Media Geométrica, resulta

_—
y w2 5 n2+1 1
n‘ﬂ\,g'za“'snua“ 5

EJERCICIOS

1.- Determine si las siguientes sucesiones son convergentes o divergentes. Para el
caso que sea convergente encuentre su limite.

- 5= - 5
ala, =ync+n+1—-yn’+4n-+1 R.—=
s}
VP vl + 1 - Vs +n + 1 2
b) an = o 4 ; - 5 K. —
vnf+n+1—vn*+nc+1 15
o 1P 4224324400 1
cya, = = R. =
n3 3
vne+5n—1-vns+3 i
da, = e R. D
vne + 3

(1 N (n* + 3 {n” X (a”}

e) izx — 2) i —¢ ) i—
3., vnf Pl () s
(1 ) i )fr , K H

iy 4 ——dx} R i) e eTSIx gy R, s>

)I}(4-:~9x+ ! 12 J}?J, T
kS ‘n2 A 9 S n2

(98]
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2.- Encuentre el limite de las sucesiones siguientes

10000)™
an=£—T)— R. O 2)a, =2 R.1
3 [~ f n 4) " " g2
E=3 [ —— a, = it .
e N e o " yn-1 JYn+1
ey L 3HSHTE A @nAD) 30t g A
) O = I+ 3 6 12
Sugerencia: Aplique la suma de n términos de una progresion aritmética.
6 _sen(e™*") R0 N = n3 4 8\" R o7
) ar = sen(e ™) )an = nd+1 H ¢
n® + 5n3 5"+ 7"
8)an=m R. O 9)(1n—‘=;3T:r—n—4 R. 0O
) 101 1 1 1 1 1 3
1O)ar:§+§+4+9+8+—-+ +~—+;: Ré‘
i ; no+l 3
= [ 32/4 4 35/7 10/12 4 ... { 2*3) S
1 a, =5 n( 35/7 4 31012 4 g 30w ) R =
12 _"? n? fl)(B) f2n—-1> R 1
) = \!Sn2+n+1'(6 z)- (" "3
13 PP +20 4t ? R 1
) tn = 2nt+n—-1 8
e f( In(8n) \" /3 10 7n-4‘) o7
1) ar = J m(14n)) 7 T L "3
- 7 ("ms in1i in(5n+ 1) .
1 27 = e T il qeoa
VT e s i D)
7 In(7n) 2n-1 35
6 = 51/2 + 53/4 + 57/3 + -4 5 3 ] R ——
10t = n(nn)[ - 3

(O]
~1
EN
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SUCESIONES DIVERGENTES

Definicion 3.- Se dice que una sucesion {a,},,»; es divergente a +oo, esto es,
lim a, = +o0 & DadoM > 0,3N > 0,talqueVvn > N = q, > M
n—00
Definicion 4.- Una sucesion {a, },»; es divergente a —co, esto es,
lima, = —c0o & DadoM > 0,3N > 0, talqueVn > N = a, < —M
n—oo .
Ejemplo 15.-
a) La sucesion {n?},, diverge a + o, pues lim n? = +co

n—oo

b) La sucesion {—2n + 8},,,, diverge a — oo, pues lim (—2n + 8) = —co
n—oo

¢) La sucesion {5n + 8},,,, diverge a + o

3

d) La sucesion {nz T1 diverge a — oo, pues lim

n-—n3) n—n
j noon 4+ 1
n21

SUCESIONES MONOTONAS Y ACOTADAS

Definicion 5.- Dada la sucesion {a,, },»; se dice que’

i) es creciente, si a, < ay.q, VN EN

ii) es estrictamente creciente. si a,, < @, .1, Vn € N

iii) es decreciente, si a, = a,.,, VR €N

iv) es estrictamente decreciente, si @, > a,.;, VR EN
Con la frase sucesion mondtona se describe a sucesiones crecientes, esirictamente
crecientes, decrecientes v estrictamente decrecientes.

Ejemplo 16.-

13 ‘
a) La sucesion ,{—1 es estrictamente decreciente.
nj

n27
b) La sucesion ?-

N

30

4!& €s estrictamente creciente.
Inzz

c) La sucesion {(—1)"},.., no es creciente ni decreciente. esto es, no es monotona.
d) La sucesion {0™},,. es creciente.

1 ) )
¢) La sucesion {- (\—1)"*% no es monotona.
T Inzz

(%]
~J
whn
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Definicién 6.-

i) Se dice que la sucesion {a, },», es acotada inferiormente, si y solo si
Jk, e R, tal queky; < a,,VvneN

ii) La sucesion {a, },»1 €s acotada superiormente, si y solo si
3k, € R, talquea, <k, vneN

iii) La sucesion {a, },,»1 es acotada, siy solo si existen

ki k; € Rotalquek, €a, <k, VneN

Ejemplo 17.-

1
1) La sucesion {;} es acotado, 0 cota inferior y 1 cota superior.

-1
2) La sucesion %—- —-} es acotado, —1 cota inferior v 0 cota superior.
n

37 La sucesion {n*} es acotado inferiormente vy no superiormente.
4) La sucesion {—2nj no es acotado inferiormente pero es acotado superiormente.

n—1 o ‘
Sy { % es acotado, 0 cota inferior y 1 cota superior.

Definicion 7.- Si 4 es una cota inferior de una sucesion {a, j,-; ¥ S A tiene la
propiedad de que para cada cota inferior € de {a,j,.1. C < A. entonces A se
llama maxima cota inferior de la sucesion. Analogamente. si B es una cota
superior de una sucesion {a,lns, v si 8 tiene la propiedad de que para cada cota
superior D de {a,},»1. B < D. entonces B se llama minima cota superior de la
sucesion.

Teorema 5.- Toda sucesion acotada v monotona es convergente. Si @, ,»; €S
creciente (decreciente), entonces
H — 1 ’3 { 1
!I_IR An = SUP{.an,i .\mf Gn s

P —

Observacion 2.- Sea {a, ' una sucesion creciente v supongamos Jue 2 s Coie
superior de esta sucesion. entonces G,y 8 convargenie v G &, <
T
Observacion 3.- Sez {q,, ! una sucesion decreciente v supongamos Jue £ &5 una
cota inferior. Entonces {a,, y es convergente y lim 6, = C

n—
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I Teorema 6.- Una sucesién mondtona convergente es acotada.

Ejemplo 18.- Pruebe que la sucesion v2.v2v2. | 2y 22 ... converge a 2

Solucién

Sean a, = V2, a, =2ay,..,a, = J2a,_;, n>1
Por demostrar que la sucesion {a,} es creciente y acotada superiormente por 2.

La prueba se hace por induccién matematica.
a, <2y a,<ap4q, VREN
hParan=1, a; =vV2<2y a1=\/§<m=a2
ii) Supongamos que paran = h, a, <2 y a, < auy,
iii) Probaremos paran = h+ 1; apyq = \/m < V4 =2, pues 2a, < 4
(hipotesis inductiva).
Entonces anes < 2 ¥ anes = VaZes = y2an < 2ans = Gnez
Por tanto. la sucesion converge a 2.
Una forma algebraica de determinar Al_’rgo a, es el siguiente:

Se toma 7111_520 a, =1L, entonces dado que a,, = \/2a,_, se tiene

L=lima, = |2}lima,_, = V2L & L = V2L. Ahora, al elevar al cuadrado
n—o -

n—oo

ambos miembros y despejando L se tiene lima, =L =2
n-x

Ejemplo 19.- Suponiendo que an.; = /5 + @, y a; = V5, halle lim a,
n—oo
Solucién
Sea L = lim a,.Entonces. dado que a, 4y = /5 + a,, setiene L = V5 + L
n—oe .

Al elevar al cuadrado ambos miembros y al despejar L > 0, se obtiene
3 1++V2L
lim a, = ————

n—o 2

EJERCICIOS

1.- Encuentre la expresion mas simple para el n-ésimo término de las sucesiones
que se dan a continuacién. Diga si las sucesiones son o no convergentes, de
serlo halle el limite.
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(2 , szntmpar
Sugerencia parab) a, ={2"/? -1
W ,Stnpar
2 3 4 ’
0)1,22_12,32 —22'42 32"
In2 In3 1 2 3
DI okl

, sen2° sen 3° ‘ 23 2% 25
f) {sen 1 f 2 ) 3 ,} g) 2, 1,5,2‘2',-5—2,....

2.- Determine si la sucesién dada es convergente o divergente. ‘Si la sucesién
converge halle su limite.

2 o) vl o)

(¥n+4 {3“ + n"‘}
d} &) {—r e "senn
R o ] Dlesenn)
8
(5+inny  {tan (STZ —':6-) N T
g){7121‘»11} h) 5n? +n+3 g J;xe ax}

i {¥n} Sugerencia:n'/™ =™ - 1
k) {")nz + n} Sug_; (nZ + n)l/n - e-ﬁln(n +nj use la regla de L’Hospjta]

{ In(e™?) + 3 6n? + 2n’sen (%)
R -
3n — 4n’sen (ﬁ)
3.- Determine el limite de la sucesién \;2 +V2+VZF .. R 2

4.- Determine si las siguientes sucesiones son crecientes. decrecienies 0 no
mondtonas v encuentre ¢! limite de las sucesiones convergentes.

g s 3n- 1 {28
YiTs § e 9 T3 7
5 { ~ ! sug i LI
{*} ®) (a7 sen (nz)i U e |, senn? -

n

. ! 4 1.35...(2n—1

"—~} e Y
n 1.3.5...2n-1) { 2nn! }
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5.- Encuentre los siguientes limites

_ (m+Dn+2)(n+3) o+ (="
a)iglgo 3 : b)rlzl—'r?o;?—(:l—)—r—‘ R. 1
| gnelgogndl ' I+ 1
Oy R3 d lim =57 R0
) li (1+1+1+ +1) R.1S ia: Usar S, = a
) lim{s+7+3 X . ugerencia: Usar S, = a
i LS Ly i'“l (n+1)@n+1
f)nl_’rro\O 3 - 3 Sug. Usar . 1{ =znn 2n+ 1)
i=
.. nsen(n!) -n n sen (n!) n
g) lim ————r

R. O . < <
‘Sug nz+1 nt+1 nz+1

6.- Halle el limite de las siguientes sucesiones cuyo n-ésimo término se da

3n+1 . 1 n
)a, = R. = (14— :
a) an (1+3n+1) e b) an (1+n+4) k. e
1y" 1o
. - - ~ - 6
¢)ay, (1+2n) R. Ve da, (1+n+1) R. e
1 n? 1n!
e)an=(1+jr-13> R. e ﬂan=(1+;l~!) R. e

7.- Halle el limite de las siguientes sucesiones cuyo n-ésimo término se da.

ya —nz[cos(i)—ll Rb 1
a) n = n i . . 2
1 1
3ntsen? {=)In(1+=
b) a, = &) (nn ) R. 3V2
(n 4 2)cos T 1)
—— nm 3nm / 5nm
- = 6 4 3
¢)a, = +/4n® 4+ 1sen (n+1)sen <n+1) sen (n-i-l) R. 30
d _ 1( . 5) —5 < NS
)Qn—l - 5 an an : a’l - . /)
1 n
e)an=EW.W.ZW...3VW R b
Da, = fM(2), flx) =Inx R. diverge
1 1 1
B) an Vnf+1 Vn?+2 vnZ+n
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B (\/_2-5)1/” + (m)l/n + (\/87}—)1/71 n

h)a, = 3 R. 40
R 1542543%5+..4n°% 5+1 1
ha, = - R. =
n n 2

1 ‘ . 2 1 13

Da, = ;l—z-[e’”’“‘2 +2e™4M 4379 4y ne~!| R. -2—(1 - E>

P 1
$.- Dada la sucesion {a, },», definidapora; > 1y a,yy =2 ——,Vn =1,
dp
demuestre que {a,},5, converge y luego calcule sus puntos de convergencia.

9.- Suponiendo que @y 4, = /6 + 7a,, a; = V6,halle lim a, R.3
n—oo

10.- Una poblacion estable de 90000 aves guaneras viven en cuatro islas cerca de
Paracas. Cada afio 16% de la poblacion de la isla A emigra a la isla B, 32% de
la isla B emigra a la isla €. 8% de la isla C emigra a la isla D y 4% de la
poblaciéon de la isla D emigra a la isla A. Si A,, B, C, ¥y D, denotan las
cantidades de aves que hay en el afio n en las islas 4. B. ¢ v D
respectivamente, antes de la emigracion.

a) Demuestre que 4,,, = 0,844, + 0,04D,,, B,,.; = 0.68B, + 0,164,,.
Chiq =092C, +0,32B, v Dy,y = 096D, + 0.08C,

b) Suponiendo que lim 4,,, lim B,,, lim C, y lim D, existen. calcule
Ti— o n—o 3G n—oo

el nimero de aves guaneras que habra en cada isla dentro de muchos afios.
R. 12000 en 4. 6000 en B. 24000 en C v 48000 en I.

11.- Un paciente ingiere 20 mg. (miligramos) de un medicamento al dia. Si e
90% del farmaco acumulado es eliminado diariamente por las funciones
corporales. escriba el n-ésimo término de la sucesion {a,} donde a, es la
cantidad del medicamento presente en el cuerpo del paciente.

inmediatamente después de la enésima dosis. R. 20 + 0,10a,_,

12.- En un programa para erradicar una plaga en la hacienda Chocavento de
Acari, se liberan cada dia N moscas machos esterilizadas v el 80% de ellas
sobrevive al terminar ei dia.

a) Demuestre que 2i niimero de moscas esterilizadas en ia pobiacion a ios n
dias es N + (0,8)N + -+ + (0,8)""*N
by Si 2l objetivo a largo pilazo del programa es manteher 3000G machos
esterilizados en la poblacion, ;cuantas moscas deben liberarse cada dia?
R. 6000.
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7.2 SERIES INFINITAS DE NUMEROS REALES

Definicion 8.- Sea {a, },»1 una sucesion de niimeros reales. Ld suma infinita de
los elementos de la sucesion {a, },,»; se llama serie infinita de numeros reales. es
decir.

a, +a;+az..+a, +-

es una serie infinita de ndmeros reales. donde ay,a,, ..., a,, .. son llamados
términos de la serie infinita.
La sucesion {S, },», definida por

S1=ay
S. = a; +u,
Sn=a1+a2+---+an=Za-,;

=0

se denomina sucesion de sumas parciales de la serie. donde §,, es la n-ésima suma
sarcial.

Definicion 9.- Se dice que una sucesion {a,},»; es sumable. si la sucesion de

sumas parciales {5, },,»1 converge. En este caso se denota por

N~ G 00

k=3

n 20
S=]lm5n=llm ak=Zak
K=

S recibe el nombre de suma de la sucesion {a, },»;-

Observacion 4.- Si ia sucesion {S,, },5; es convergente. convencionalmente se

X
sustituye por la afirmacion de que la serie Z a, es convergente : 5i {S; ks o5
n=i

divergente. entonces decimos gue ia serie Z a, es divergente.

ey

=



CALCULO I
PROPIEDADES DE SERIES INFINITAS

0

Teorema 7.- Si Z Ay Z b,, son series convergentes con sumas ay b
n=1 n=1
respectivamente y si ¢ es un niimero real entonces

o0 oo

1) Z(an + b,,) es convergente y Z(an +b,) = Z + Z b,=axb
n=1 n=1

2) Z ca, €sconvergente v z ca, = ¢ Z a,

n=i n=1 n=1

Hasta ahora no se tiene un procedimiento matematico para determinar si una serie
infinita converge o diverge. mas aln en el caso convergente, no se sabe como
calcular su suma. Comenzamos el estudio de convergencia y divergencia de
series, enunciando un método sencillo que se usa para la divergencia de una serie.

i Teorema 8.- (Criterio del n-ésimo término para la divergencia de una seriej.

>
St la serie Z Gy = g + Gp =+ -+ Gy T o0 €5 convergente. entonces Jim ¢, = U
; n—oc
n=i

De forma equivalente. si lim a,, = 0 , entonces la serie diverge.
n—»

Ejemplo 20.- Determine cuéles de las siguientes series es divergente.

20 o0
Zn +n+3 b'21 n+6
a ) — c) —
) L+ D ) Lign 3n+ 1
=% n=1 n=i
. , ! \
:ﬂv' EPT‘f3-senu—
Y ln LA /)
n=i n=1
Solucion
Para ias series dadas en b) v d). se obtiene
i )
Iim—=0 v lim—=10
n—oe :)n n—oo

Luego. ¢ criterio del n-€simo término no decide con respecto a la convergencia o

divergencia de ia serie. En los otros casos, se tiene:
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n+ 3 n+6 7
Para las series a), ¢) y e) se verifica hm ——e o, lim ——— =3 y

ln( +1) "noo3n + 1

1
lim (3 — sen (—r;) = 3, respectivamente; entonces, por el criterio de n-ésimo

n-—o

término se concluye que las series dadas en a), ¢} y e) divergen.

Ejemplo 21.- Utilice la sucesién de sumas parciales para determinar si la serie
X0 7
(57— 3)(5n + 7)

converge o diverge. Si converge. caleule su suma.
n=i

Solucién

La n-ésima suma parcial de la serie es

Sn = Z(Si Z3)(5i + 2)

Ahora. al descomponer el i-esimo término de la suma parcial en fracciones

parciales. se tiene
7 4 B

/

. = +
(5i—~3)(5i+2) 5i—-3 5i+2

= 7=A(5i+2)+ B(5i—3) ()

3 . 7
Parai = — en (*). se obtiene 4 = ~
5
" -
- - P, . /
Parai = —= en (*), se obtiene B = — -
5 5

~uego. al apiicar ja propiedad teiescopica de sumatorias. se tiene

-

o :Z(Si~—3)(5i+2) 32

i=1

/1 o
\si=3 "5 2)

(.nj ~1

n

Il

_ / 1 1 \ 7( 1 1 )_ ‘n
B s._l(smz 5i~3) S\Sn+2 5-3/ 2(5n+2)

Asl, se obtiene

N 3 n 3
-— 13 N ! i
— ———— = {im §,, = lim ———— = —
Lai5n=3)5n+2) aw " newlln+4 1
T Al N < 7
For ranlc. .2 serie daaa g5 convergente v converge & :—C

Ejempio 21.- Hane una 5ormua pare Ja suma Je i0s 7 Primeres iermines ae iz

L

20 i3 N
>€rl€ dada v ﬂe‘fen‘n}nf} @ suma de La sérle gy
P

%

\p,}\

;t:l »r

4745 457

(&S]

Solucion

tos
o
2



CALCULO III
Para la serie dada, se tiene
101 13 1 3n+7 1 - 3n+7 1
—m e b e Y e
23'4 34'42 n+1Dn+2) 4" La(n+1)(n+2) 4"

Asi, la n-ésima suma parcial de la serie es

.= Y [ 7

i=1
Al descomponer el i-ésimo término de esta suma parcial, se obtiene
3i+7 4 1

(+D@+2) i+1 i+2
De donde, la expresion para S, es

n n
=2 (s Llaw 5l
UL+ i+2/4 < l4i(i +2) 4713+ 1)

i= i=

1 1 1 1
S e e Gt s
Luego,
3t L ms, = tim (3-——1———) -1
e} M+ DM+2)4" nse " aee\2 4n(n+2) 2
Por tanto, la serie dada es convergente y su suma es 1/2.
SERIE GEOMETRICA

Definicion 10.- Una serie de la forma

(v}

Zar““1 =at+ar+art+--+ar®+- (a#0)
n=1
se denomina serie geométrica de razon r.

oo

Teorema 9.- La serie geométrica z ar™* converge. si |r] < 1 y diverge
n=1
sijr] = 1. Para el caso convergente la suma de la serie es

oG
1-r

n=

s

-
o ) 8 .
Ejemplo 23.- Determine si la serie z T es convergente o divergente.
n=% E

Solucién
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Como la serie tiene la forma

2amil 550456
3n ~373\3/73\3/ 77
n=1 n=1
. . 8 1

se deduce que es una serie geométrica con a = 3 yr= 3 <1
Por lo tanto, la serie converge y su suma es

8 8/3 _4

3 1-1/3

Ejemplo 24.- Exprese cada decimal periédico como el cociente de dos enteros.

a) 0,535353... b)0.,012012012... ¢)0,123123123...
d) 0,142857142857... e) 1.23422342...
Solucion
a) Sea A = 0,5353535 ... = 0,53 4+ 0,0053 + 0,000053 + ---
=_S§_4. 53 +E_+... -_5_3. '/1 +_1_+__3._._+...)
10G¢ © 100 © 1003 "~ 100 (\1 100 © 1002
La suma de la serie geométricaes § = ; - = 19%9
7100
. 53 100y 53
Por tanto, 4 = 100 \—59—/) =39

b} En este caso, se tiene
A=0,012012012 ... = 0,012 + 0,000012 + -
12 12 12 12 11
= 1000 T 10002 T 1000° T = 1000 (1 *+ 1000 " Toooz " )
12 1000y 12 4
- 565(7559—) 999 ~ 333

¢) El decimal periddico se escribe como
A =0,123123123123 ... = 0,123 + 0,000123 + -
_ 123 (1+ 1T _ 123 (1000) 123 41
= Tooo\! " Tooe T 10007 T ) 1000\ 999 ) = 398 ~ 333
d) El decimal periddico se escribe como

A =0,142857142857 ...
142857 142857 142857( ) 1 }

= 1000000 T 170000002 T~ 1000000 \ - T 1000000 T
142857 (1’000000) 142857 _ 5291

~ 17000000 999999 599999 37037

‘e) El decimal periddico se escribe como
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A =1,234234234234 ...

=1+0,234+0,000234 + -+ =1+ 234 + 234
B ’ ’ 1000 '~ 10002

—1+234(1+ ! + 1 + )
- 1000 1000t 10002

1y 234 (1000) 137
- 10001999 / 111
o[ 1\ 1"
Ejemplo 25.- Calcule Z [5 (5) - 7(2) ]
n=1

Solucion
La series geométricas de cada término

N EGRGIEDYEEC)

n=

1 1
tienen como razon ar = 3YT=7 Como |r} < 1, la serie dada converge, v su
suma es
x E 1\‘71 7(1\11 -Zx:/l\“n /1\ {1 3 \) ‘/ 3 \‘
iS5i=1 —=7|=11=5) i=1 =7 =5 11— 7 =+
Z; L9/ 4/ | \9/ \a/ P L 1!
n=1t n=i n=3 T g/ L -3
41
Y
Ejemplo 26.- Se deja caer una pelota de
una altura de 20m. Cada vez que toca ¢l
suejo rebota hasta tres cuartos de su altura | »,
maxima anterior. Encuentre la distancia
total que viaja la pelota antes de llegar a
reposo.
Solucién
La distancia vertical total que viaja la peiota esta dado por
~ 3 -\'I'/ 3\%‘)‘ \l - /(3\\& 1 \\f
d =20+ ( 20)}+2! (7;: 20) =2l (3] @) -
/ \ G/ \ \4/ //
3 /3 /37 1
=20+40)-+1—} + -+ S
;El; \4/ \4' §
T 3 3
! 3 ¢
—ZU+40[ 3j=14()m
i-3

386



SUCESIONES Y SERIES

EJERCICIOS
1.- Determine si las siguientes series convergen o divergen. Proporcione las sumas
de las series que convergen.

oG 4k o
5 2/k
a) Z = b) Z 52/
_ &

'
T

K;O
g Z 2k + 3k ) Z . 5
e e e T
k=0 5 n=1 e
VT4 e b e I3 2
T[ —-_:., “ee sae ;:v R e —
& V2 V2n-1 V2 -1

[\
]

.- Exprese cada decimal periddico como el cociente de dos enteros
a)0.4444... b)0.232323... ¢)0,612612612...

L
1

.- Escriba los cuatro primeros términos de la serie infinita dada y determine gque
la serie es divergente.

32 b'm2n+1 Zn —-2n+3
a n+1 ) 3n+2 2 2n2+n+1
en
d)Z(—l)"“;a- e)Z() f)Zsen (mn)
n=1 n=1

.- En los siguientes ejercicios. encuentre los 4 términos de la sucesién de sumas
varciales {S,} v halle una férmula para S, en términos de¢ n. Determine
también si la serie infinita es convergente o divergente, y si es convergente
gncuentre su suma.

EEN
[

1 1 = 2
4 R b b Z
2 2(211—1)(2n+ n 2 (an — 3 (4n + 1)
n= nes
“)iln( " ) ' d\i-—m“n”l R 1
- n+1 P Lini(n+ 1)? '
n=1 n=1
1 2% 4 37 3
ﬁ)anw“ DZ 6n RE
n=1 n=1
22"+n2+n Vn+1-vn R
o —
& 2n*in(n+ 1) ’ VnZ +n '
n= n=1
oo .\R \}
Z n 1 '\Zgnl(l%ﬂj} (l+n)ﬂ
Vo mr D+ )3 a P s finn]finGn + D]
n=1 n=

Nota. Estas series son series telescopicas.
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5.- Cuatro personas A, B, C y D dividen una naranja de la siguiente manera:
primero la dividen en cinco partes y cada uno toma un quinto; después dividen
la quinta parte sobrante en cinco partes y cada quien toma uno; y asi
sucesivamente. Demuestre que cada uno obtiene un cuarto de la naranja.

6.- Suponga que el cuadrado ABCD tiene lados de 4 cm de largoy que E, F, G y
H son los puntos medios de los lados del cuadrado ABCD. Un nuevo cuadrado
se forma uniendo los puntos medios de los lados del cuadrado EFGH y dos de
los tridngulos fuera del tercer cuadrado estdn sombreados (ver figura adjunta).
Determine el darea de las regiones sombreadas, si este proceso se repite
indefinidamente.

B G

I o)

2(5) 2¢(113  2%(17)

7.- Dada la serie

7(3)+ 16 + 1107) + -+, encuentre una formula para la

n-ésima suma parcial de la serie, luego determine si la serie converge o
diverge. R. diverge.

D i serd 2 96n + 148
- etermine Si la serie ) 7n+2(2n T 3)(27’1 — 1)

=1

converge o diverge.

SERIE ARMONICA DE ORDEN p

Definicion 11.- Una serie de 'a forma

se denomina serie armonica de orden p. donde p € R.

X

) 1
Teorema 10.- La serie armonica de orden p, - divergesip < 1y
E nF
n=1
converge sip > 1.

Demostracion. Ver seccion 7.3. gjemplo 48.
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Ejemplo 27.-

[oe}

. 1 3
a) La serie Zl 375 converge, pues p =3 >1
n=

o0

. 1 1
b) La serie Z 173 diverge, pues p = 3 <1

n=1
1o
c) La serie Z > diverge, puesp =1 <1
n=1

Las series armoénica de orden p se usan con frecuencia para comparar con otras
series.

7.3 SERIES DE TERMINOS POSITIVOS: CRITERIOS DE CONVERGENCIA
I) CRITERIO DE ACOTACION

o

Teorema 11.- Una serie de términos positivos Z a, esconvergente, siy solo si
, =
ia sucesion de sumas parciales tiene una cota superior.

n
Demostracion (=)Sea S, = z a; la n-ésima suma parcial de la serie, entonces
=0
Ay, = S, — Sp—1 = 0, pues los términos de la serie son positivos, luego la sucesion
{S,} es una sucesion creciente. Por hipdtesis, esta sucesion tiene una cota
superior, sigamos M. entonces S, < M, Vn € N. Como la sucesién es mondtona v
acotada, entonces la sucesion {5, } es convergente y ademas S, - S < M

) 1
Ejemplo 28.- Demuestre que la serie Z — g£§ convergente
n!
n=%
Solucion
1. 1 i

cen U 1
VARV AR

E’]“

FA

N

Ahora. al comparar esta serie con la serie geométrica
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1 11 1 .
51 1+—2-+2—2+---+§;;;.setlene

11 -1 o 1
T < 2k_l,vk = 1,2,... Entonces, S, = Z;{—'- < Z T < 2, pues

la serie geométrica converge a 2.
Luego, S, < 2,Vvn €N
Por tanto, por el criterio de acotacion la serie dada, es convergente.

II) CRITERIO DE COMPARACION

Teorema 12.- Suponga que existe un entero positivo N, tal que 0 < a, € b,.
vn > N.

X0 oo

i) Si Z b, converge, entonces la serie Z a, converge.

n=1 n=1
[2e] [¢e]

i) Si Z a, diverge, entonces la serie Z b, diverge.

n=1 n=1

Demostracion.

Howandy, =ay +az +--+a, vy T, = b, + by + -~ + b,,, n-ésimas sumas

©

¢
parciales de las series Z an ¥ Z b,,, respectivamente.
n=1i n=3

Ademas0 < S, <T,,Vvn €N

oo

Como Ia serie Z b,, es convergente, cntonces la sucesion {7}, } es convergente
n=1

y por tanto acotada. Asi, {S,,} es acotada. Luego, por el criterio de

0

acotacion la serie Z a, esconvergente.

n=1

ii) Es consecuencia logica de la parte i}.

[red

Ejemplo 29.- Estudie la convergencia de la serie z
k=z
Solucion
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1 1
Puesto que Ink < k paratodo k > 2, entonces ™V >— E ,Vk = 2. Como la serie

. 1 . . 1
armonica Z % es divergente, entonces la serie z Tk es divergente.
n

Ej lo 30.- Estudie 1 iade 1 . 002+sen3(n+1)
m - 1 Y ettt e e
jemplo studie la convergencia de la serie E g

n=1
Solucion

2 3 1
+ sen*(n + )< 3

Puesto que — 1 < sen®(n + 1) < 1, entonces 0 < <
d ( ) 2" +n? 2" +n?

. 1 1
Por otro lado, 2" +n? > 2", vn € N, entonces ——— < — ,VYn €N
2" 4+ n? 2

0 BN 23 comm i § %= (3
Luego, 0 < ———m—r—— omo la serie = es una
= 2n + n2 2r

o

’ . =2 +sen®(n+1) ,

serie geometrica convergente, entonces ——?;_*_—2———— €s convergente.
n

n=1

q

S

Ejemplo 31.- Estudie la convergencia de la serie z : .
Jemp 8 2% — 1+ sen®(n3)
Solucion
1

X

El n-ésimo término de la serie es practicamente — 57 pues

L 2r =14 seannJ) 2" . 1 .
Aam = lim - = im - W] )
\ n— 2% — 1 4+ sen?(n®)  a-x 1, sen?(n?)

Si elegimos un numero cuaiquiera ¢ > 1. entonces se cumpie

1 1

rs i

0< — — < ¢ —, para n suficientemente grande.
2% — 1 + sen?(n’) P =
k
X0 o
c H
Como la serie —— ¢§ convergente. entonces la serie Z - -
2% = 2% — 1 + sen?(n?)

n=3 n=1

s convergente.



CALCULO It

Ejemplo 32.- Determine la convergencia de la serie Z

Vn+1

Solucién
C Z>n+1,vn=2ent 1< ! «:.1< !
omon‘=n , > 2, entonces — < -
n " n+1 n- Jn+1

20

, : . . Z 1
Por tanto, la serie es divergente, pues la serie dominada -
n

n=1

- 1
nzﬂ\/n+1

es divergente.

Teorema 13.- Si €y, Cy, ... ... €5 una sucesion de nimeros positivos tal que

lim C,, = C, C > 0, entonces las dos series de términos positivos

n—oo
oo 0

Z a Z Cra; convergen o divergen simultdneamente.
k=1 k=1 .

Demostracion.

C - 3C
Como lim €, = C > 0, existe un ntiimero N tal que 5 <G < 5 Vk >N
n—o0

el
C 3C
Luego, — 7 Ok < Cpay, < 5 Sik > Ny laserie Z a, converge, entonces
k=1
o0 0
también converge Z Cray .Reciprocamente, si la serie Z Cra; esconvergente
k=1 k=1

8

oo o0
L C 2 C ,
también lo es -z—ak y asu vez a; = T Eak . Esto demuestra que
k=1 k=1 k=1
[*¢]
a; converge. A su vez, esto implica que Z ay diverge siy sélo si
k=1

20
k=1
[ve]

Z Cray diverge.
E+1

Ejemplo 33.- Estwudie la convergencia de la serie Z e
jemp € kZk—1)

k=1
Soiucion
La serie propuesta se puede escribir en la forma
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20 . 1

k+1 'Z[ITE 1

2k —1) 1%

Lik(k—1) k=1[2—g p
1+% 1 = 1
Como lim == > 0 vy laserie armonica Z—
k—v+m,)__1— 2 £ 1k

2-7 z

dada diverge.

o0

Ejemplo 34.- Examine la convergencia de la serie Z
n=1

Solucién
0

La serie propuesta se puede escribir en la forma Z
n=1V

n - o
Como lim = — > 0 v la serie armonica

A A n('.ln -+

v2

ia serie propuesta diverge.

in(Zn+1; n

diverge, entonces la serie

1
— Jn(2n+1)

n 1

X

Z - Jdiverge. enionces
n

n=3

l Teorema 14.- (Criterio de comparacion en el limite del cociente).

~+  me a’ﬂ
a) St Iim —
hmto0 Dy

'3 e s Qn
. D} S iim e
: n—eo Dy
NPT a‘ﬁ
<) Si jiim —

n—00 [y

= L > 0, entonces ambas series convergen o ambas divergen.

X
=0ys: Z b, conve
Rl

+90, V §f

2.

b

oy

7

&y, diverge. entonces

Vel o
Sean Z a, v b, dos series de términos positivos. Entonces se tiene:
n=1 n=1

X0

rge. sntonces Q, converge.
5 Yn &

1=

a, diverge.

]

Ejemplo 35.- Estudie la convergencia de la serie Z 54
. bn;" -~ 4

Solucion

x

n=3

[
Nel
[9%%
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’

4 1 1
Sean a, = ——— vy b,, = —, donde la serie armonica Z — es divergente.
"T s t4 ) nT g n &
n=1
Como lim & = tim—% =15 zld' tonces la seri
omo lim — = lim —— — diverge, entonces la serie
n-co bn nsob5nS+4 5 y n =
i n4 d.
—— diverge.
5ns + 4 =
n=1

Observacion 5.- Para aplicar el criterio de comparacion en el limite del cociente a
una serie dada al utilizar las series armonicas u otras series, es necesario escoger
en cada caso la serie correcta de modo que el término n-ésimo sea de la misma
grandeza que el de la serie dada. Por ejemplo:

. x5 RN
i) Dada la serie 2 EInre , elegir Z 3
n=1 n=1

) Dad Z —8n+4 z
ii ada la serie o +ent1’ 61651[‘

(oo}

VP +4 , 1

T, clegir E —
— Ynl0 4 nt +1 -

n=1 n=1

o oo

B ‘ 3" 4+ cos3n . 3"

lV) Dada la serie Z m , elegn’ z edn
n=1 n=1

30! + 2 cos(1/n) oo
v) Dada la serie Z m , elegir z 7nl

n=1 n=1

iii) Dada la serie

Esto es, para encontrar una serie para comparar, se debe despreciar en el
numerador y denominador del término n-ésimo de la serie dada todas las
expresiones de menor cuantia, excepto las de magnitud maximo.

0

o . 5 ,
Ejemplo 36.- Determine si la serie Z sen (—) converge o diverge.
n

n=1
Solucion
oo o
5 1 . e .
Al comparar la serie sen con - (serxe armonica dlvergente). se tiene
n
n=1 n=1
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: 5 5
sy sen(q) o sen ()
lim — = limsen (—).-— = lim ————==5lim —%~=5(1) =5
n—o b, n-+co n/ 1 n-—oo l n-oo E
n, n
Por el criterio de comparacion en el limite del cociente, se deduce que la serie
> sen (B
sen (= ge.
n |- diverge
n=1
0
Ejemplo 37.- Determine si la seri Z"Z‘Sn” di
mplo 37.- Determine si la serie ) ————— e o diverge.
jemp ot 4 3, converge o diverge
n=1
Solucién

Al depreciar todas las expresiones de menor cuantia. salvo las de magnitud
maxima en el numerador y en el denominador, se compara las series

>x 2 cn 7 *
ne. 5" 4 7 5"
e 0N —
; 9n® + 2n n*
n=1 n=1

Por el criterio del n-ésimo término para la divergencia, la segunda serie diverge.
i > +
ues lim — = +o0
p nﬁu)n4

Como
7
a, . (n5"+7\(n oL+ (Snnz)‘ 1
lim — = lim | ————— || = | = lim ———5— =,
n-oo by, m-oe ) 9n® 420 /\ 57 noe gy (_A:_‘) 9
. . n®
entonces la serie dada diverge.
X 3
5¥n’ +8

- converge o diverge.

Ejempio 38.- Determine si la serie Z ——ee
3nt 4+ 22yn+ 2

n=1
Solucion
Al depreciar todas las potencias de n, salvo las de maxima cuantia ¢n el
numerador v en el denominador. se compara ias series

x 3T g X3 x B
‘(ﬂ S‘Jn‘ +‘8 ‘;‘ in: ‘:ﬂ 1 o 35
2. oo = L 7 L HE = L n (serie armonica de orden =

30+ 22vn + 2 . n* s n3ic 3
=3 n=ai n=%
convergente;.
Como.
33 + 8 /12 5/3° o o 3/3 P
fim < = i { S59n” +8 A /mPh 5n% + 8n>/? 5
iim — = lim ! - —=—| " z: im ——————=x,
noewo by onee A3t 4 223n 2/ 1 ) ame3nt £ 22Wn+ 2 3



CALcuLO I
entonces por ¢l criterio de comparacion en el limite del cociente, la serie dada
converge. ‘
x 1 )
o
an(—
t (n3

Ejemplo 39.- Determine si la serie Z 5
Vn

n=22

converge o diverge.

Solucién )
Al comparar la serie

o0 1 w
tan (1) ! »
Z T— con z (serie armonica convergente), se tiene

n 7110/3
n=22 n=22
, P
a, ) tan (;}3—) nlo/3 ) 1 _ tan (%3—)
lim — = lim —= |.| —— ] = limn? tan(—) = lim ———==1
00 bn n—oo v oL n-0c n3 n—0o0 i
AN / . n3

Por tanto. la serie dada converge.

{IDH CRITERIO DEL COCIENTE

! X

Teorema 15.- Sea Z a, una serie de términos positivos y suponga que

n=1
. Qni
lim —— = r, entonces:
n—ol Qg
4 20
i - . : :
i) Sir < 1,1aserie Z a, converge.
; n=3
| 0
| -
i Y P - . s Une1 .
i Sir > 1, laserie g, diverge o cuando lim = +oo
: =00 an
n=%
iii} Si r = 1. el criterio no decide v dube recurrirse a otro criteric. i
: |
. X
. L L . n
Ejemplo 46.- Determine ia convergencia de la serie o
Solucion
. . n ) n+1 .
Para esta serie. se tiene a,, = 7% V Qpiy = oAl v
 Qpsr .. 2Mn+ 1) . n+1 1
Him = lim ———= lim = =-<i
novor (y n-+o0  N2NTH n—+co 2n 2z
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Por tanto, la serie dada es convergente.

32 33 3% 35
Ejemplo 41.- Estudie la convergencia de la serié¢ 3 + >y +— At — =

31 4 51”7
Solucion
3n 3n+1
El n-ésimo término de la serieesa,, =— Vv a = —
n =g Y G (n+ 1)
3n+1

_ L Qg (¥ DL 3n*in!
Como lim = lim —— = lim —————— = lim =0<1,

n—ow g, n—eo 3" n-wo3%(n 4+ 1)1 n-en + 1 !

nt

entonces la serie es convergente.

x
Ejemplo 42.- Estudie la convergencia de la serie g—
n=i

Solucion
n: n+1)!

‘q e ‘e se i L= — LT ———
Para esta serie se tiene a,, nell Ay TESIEE

. Ant1 . nn(n + 1)! . nn
Puesto que lim = lim - = lim -
n—w  Qq, n-oo (n + 1)"1n!  noe(n+ 1)
1 1
= lim——m=-<1,

n—so 1N e
1+
\ n,

entonces la serie dada es convergente.

e°" 4+ 3cosbn

Ejempio 43.- Determine si la serie Z —_—
3™ + arctann!

n=71

converge o diverge.

Solucion
Al despreciar todas las expresiones de menor cuantia. salvo las de magnitud
maxima. comparamos la serie

X

L .
e®™ + 3 cosbn ) e°r
o ¢con la serie —
3" - arcrann! n

pa— 3

Para la segunda serie. se tiene
eon 80{”“’1! 5. o

. . n+1 .
lim == lim — =0<1
n—+oo O, oo 3N

()

% e = ————
by, 371!- Dyt 3('7”_“! )

Luego. por el criterio del cociente esta serie es convergente.

397



CALCULO 1

Como
o ap, . [e*™+3cos6n) /3™
lim —= lim | —/—m—— ~
n—+oo by n-+w \ 3™ +arctann!)\e®"
. e +3cosbn 3™
= lim ———. lim ———————
n—+00 eon n—+o0 3™ + arctan(n!)

=MW1 =1,

entonces por el criterio de comparacion, ia serie dada es convergente.

1V) CRITERIO DE LA RAIZ

o e]
Teorema 16.- Sea z a, una serie de términos positivos, tal que Ilin(}o Va, =R

n=1
Entonces:
1) Si R < 1, la serie es convergente.

i1) Si R > 1, la serie es divergente.

iii) Si R = 1, el criterio no decide y debe recurrirse a otro criterio.

fee)

Ejemplo 44.- Estudie la convergencia de la serie z [(
n=i

Solucién

Para esta serie. se tiene

n nqn . n . r n
T i 2

T+ n-=+0C

1

T

n+1

=-<1
e

Por tanto, por el criterio de la raiz, la serie dada es convergente.

o0

10
. n
Ejemplo 45.- Determine la convergencia o divergencia de la serie Z ey

Solucién
Para la serie, se verifica

_ . : 1.
lim /a, = lim ?zhm 7 :?lxmen

n—+co n—+co n—+w

Luego, por el criterio de la raiz, la serie converge.

398

n=1




SUCESIONES Y SERIES

=

¢

‘ . . 1
Ejemplo 46.- Determine la convergencia o divergencia de la serie E ﬁ"
nnjt
n=3 L
Solucion
Para esta serie, se verifica
 —

) n l 1 1

iim '}fa: =lim je—— = lim — =0 <

o0 n—co \!] [Inn]*  n-winn
Luego, por el criterio de la raiz, la serie dada converge.

o o
o n
. ) ) ) n’{VZ + 2]
Ejemplo 47.- Estudie la convergencia de la serie e
N . 3n
n=1
Solucion
Para la serie. se verifica
L r = n
e 2]
limY/a, = lim | ————
n—o N0 V 37‘
M2 42y w22 V2+2
= lim = = e e = e 2 ]
n-—co =30 e

Por tanto. la serie es divergente.

V) CRITERIO DE LA INTEGRAL

Teorema 17.- Sea f una funcion positiva, continua y decreciente para x = 1, v
f(n) = a,, vn € N. Entonces,

oG o0
la serie Z a, = Z f(n) converge o diverge de acuerdy con que la integrai
n=1

n=1

[>e]
impropia f f(x)dx converge o diverge.
i

o
Ejemple 48.- La serie p, Z — converge sip > lydivergesip <1
n
n=1
Solucion

v

Para esta serie, se tiene f{x) = =
x

oy

1 A1 1 /1 \ o
[[m=im ] me=m 5o lmm) -5 sro t@esieen

399
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Por tanto, por el criterio de la integral, si p > 1 la serie p convergeysip < 1la
o]

L . 1 . ,
serie p diverge. Parap = 1, la serie Z ~ es la serie armonica que es divergente.
n
n=1
oo
Ejemplo 49.- Determine si la siguiente serie converge o diverge —

k=1

(3]

Solucién

. X - - .
La funcién f(x) = T = e * es positiva y continuaparax = 1 y
ff)=e™(1-x)

Asi, f'(x) < 0,¥x > 1. Luego, la funcion f satisface las condiciones para el
criterio de ia integral y se tiene

+00 A
f xe¥dx = lim | xe¥dx = lim [2e™'~ (A+ e ] = 2¢7}
1 A= +00 A—+oo

1

Por tanto, la serie dada es convergente.

1
Yin(k + 1)

©
Ejemplo 50.- Determine la convergencia de la serie Z &7 1
k=1 *

Solucion

La funcion f(x) = es positiva y continua parax = 1y

(x+ D In(x + 1)

T4+In(x+1)
T lx + DIn(x + D)2

f'x)=

Asi, f'(x) < 0,vx = 1. Luego, la funcion f satisface las condiciones para i
criterio de la integral y se tiene’

j*m dx _ A dx
\ (x+1)1n(x+1)'/;l’l’mj G+Dhnx+1)

= Alvi'rpm[]n(ln(A + 1) —In(ln2)] =+

Por tanto, la serie es divergente.

foe]
. . n .
Ejemplo 51.- Determine si la serie Z Tt converge o diverge.
14+n .
n=1 ‘

400
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Solucion
X
La funcién f(x) = T35 S positivay continua parax = 1 y
— 3x*
"x)=—————=<0,vx 21
F'&) =579 *

Luego. la funcion f satisface las condiciones para el criterio de la integral y se

tiene
j‘*“‘ xdx i jA xdx 1 i [ can(a?) ] ="
, T ), T mz M feretant®) —3 =

Por consiguiente, la serie dada converge.

VI) CRITERIO DE RAABE

oc

Teorema 18.- Sea Z a,, una serie de términos positivos, tal que
n=1
Unia

lim n [1 - ] = [. Entonces se tiene:

n—oG n

i) Si L > 1, entonces la serie es convergente.

ii) St L < 1, entonces la serie es divergente.
iii) Si L =1, el criterio no decide.

va)
1

A

Ejemplo 52.- Determine si la serie Z ~ es convergente o divergente.
n

i42
n=3

Sclucion

Para la serie, se tiene

1 1 a
dyp = ——=, dp41 = ————= y lim o Luego, no es posible
n3 + 2 nm+1)¥+2 " nw a,

aplicar el criterio del cociente. Al apticar el criterio de Raabe, se obtiene

3n® +3nf +n .
=3>1

. an-v-l | .
limn|1 - = lim -
n—o i an n—00 U’l + 1)3 + 2

_Por tanto, la serie dada converge.

o0
. . o ot .
emplo 33.- ermine si la serie } ————— &s convergente o divergente.
E lo 53.- Det ] i3 te o divergent
) wns o
n=3i
Soiucion
Al aplicar ef criterio de Raabe, se tiene

401
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n® -1 _(n+1)*-1
3 +3 T 2m+ 1343

l' [1 an+1] l' —"n3 bt 15"2 b 15n bt 4 0 < 1
imn|1- = lim -
oty TN m o Demr P+ 3)

a, =

Por consiguiente, la serie dada es divergente.

EJERCICIOS
Determine si las siguientes series son convergentes o divergentes.
wln(n+1) : Criterio de la integral
. 1) converge: Criterio de la integra
2 . Criterio delai 1
. ge: T
(n-i- Diintn + D2 converge: Criterio de la integra
& n+1
3. on converge
n=1
- n!
4. z 135 (2n=1) converge: Criterio del cociente
n=i
5 i - di : Criterio de la integral
5. @n—@n-10 iverge: Criterio de la integra
n=1
V2 - 1ln(4n + 1) o y -
6. Z converge: Criterio de comparacion en el limite.
, nn+1)
n=1
|sen (nx)} L .
7. Z ———— converge: Criterio de comparacion.
' n
n=1
8. Z T 2)“ converge: Criterio del cociente.
9 i inn 0 Z 1+ \/n
. —_— converge.
“invn+1 & (n+1)% -
= ncos? (ng)
11. Z —on converge: Criterio del cociente y comparacion.

=1

8

12. Z m C.integral. Converge sip > 1,divergesip < 1

402
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S cos(mk) .
: Z—————~ c. C.comparaciéon  27.

. e’ . . ) e
. a) Demuestre que f —ydy existe. considerando la serie z (—)
1 Y

SUCESIONES Y SERIES

i sen( ! ) converg 14. Z Isecn| di
—_ verge. iverge.
13m \/—arctan(n) s
5 10 17

)
b 24— 224 =23 iverge.
12 23° 32 "5 diverge
n*+5n Inn
< converge.
4= Yn®* —20n + 10 + 557
had n8 + loearctann
. converge.
nz::l (In3)n + YnS + 7n :
i Vel+2 o i(ns)z oo
. —————— diverge. . converge. C.cociente
43 +2Vn+8 7 & (2n)! :
3™ ) = ni . i
. Z o diverge:c.cociente  21. > diverge: C.cociente
n=1 n=1
-2 - ,
T En diverge: C.comparacion en el limite

n=1

3" +4n . o
: Z ———— converge: C.comparacion en el limite

n'+7n
n=1
[¢e]

o (n n" , 1 '
. ZT converge: C.raiz  25. Zm diverge

n=1

k3N )
In | diverge:c.integral

M;«;u

oo

k2
k=3
oc

=
It
-

arctann L .
. Z ———  converge: Criterio de la integral

nc+1

n=1

o (10 oo
n! + sen k';i" Znn!
. ———————"— converge 30. converge: C.cociente
E 8 E o

5™ + arctan(3n)
n=1 n=1

jee]
/1 N
. Z sen k—*) converge: C.comparacmn
n
n=1

n=1
00

1

b) Demuestre que Z W converge, aplicando el criterio de la integral
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LT P U AN .. SR . C.integral
T3 324 425 (n+ D2(n+2)2 | comy aneen
34- 34 (&) +() + ot () o diverge: Cra
-~ ) 7 10 o+ 2) . 1verge: Lraiz
(2 5 7432 2n + 1\"/2
35.- (Z) +;+ (10) (3n T 1) + -+~ converge: C.raiz
1000.1002  1000.1002.1004 1000.1002 ... (998 + 2n)
36 10004 =g ——7 147.(3n—2)
Converge: c. cociente
2 258 2.5.8.11...(6n — 7)(6n — 4)
37.- —+ 4ot
1 159 1.5.9.13.17..(8n — 11)(8n — 7)

converge: C.cociente

1
38.- Z arcsen (———) diverge: C.comparacién en el limite

39.- z converge: C.comparacion n® + 3n? + 3n > n?
o~ Jynn+ 1)(n + 2)
40 inze“" convergente 41 »~I)—1~1~ convergente
‘ converg T Lmr 2 B
n:i
42.- Zm convergente: C.integral
43 i(k+1) c o kE1 1
- ; O(k+2)2k converge: C.comparacion T <
K=
44 k+1 L k+1 L
- . m divergente m> %
45 i vk
5.- ) i sen? (1001 converge
‘6 i vk i VEFT 1
T LT lnk WETEeM® T3 nk ~ kink
X= .
= Isecn] - lsecn} 1
47.- —— divergente —=—>-—=
Vn Vn Vn

=1
n=
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7.4 SERIES ALTERNADAS

Definicién 12.- Una serie de la forma

Z(—l)"“an =qy—~a,+az—a,+-+(-1)"q, + - yde laforma
n=1

Z(—“l)nan = —a + a, — as + Ay + o+ (_l)nan + .y
n=1

dondea, > 0,vn € N
se denomina serie alternada.

Teorema 19.- Teorema de Leibniz. Si una serie alternada

X
! Z(—l)"“an =qa; —ay +az+ -+ (-1)"a, + - estal que sus términos !
et !

LAy > Ay > Ay > >y > dp.y >y lima, =0, |

n—o
entonces la serie alternada es convergente. su suma es positiva v no supera ei

;
1
. o I
primer término. |

Demostracion. En las dos sumas parciales
Son = (ay —az) + (a3 — ag) + - + (An-1 — Azn)
Sane1 = ay — (az —az) — (as — as) — = (Azn — A2ns1)
todos los paréntesis son numeros positivos. pues @, > Q,., VN EN por
hipotesis.
En consecuencia. la sucesion {S,, ] es mondtona creciente v fa sucesion {S,,.
¢s mondtona decreciente. ‘
Luego. S;; >0V S;pey <a;,¥n €N, Puesto que  Syneq = Son + Qupan
entonces O < 8, < Sopes <, VREN
Luege. aas sucesiones {S;n) v {Szn.ys ¢stan acotadas inferiormente por O v
superiormente por a,. Por tanto. las sucesiones son convergentes. sto es.
im Sy, = 1Im (S, v agpe) = lim Sy, + limay,,y = limS,, =5
n—on Halt S n—oe . 0 o0

Asi. lim 8. = 5, si m adopta valores impares o valores pares 0 ambos.

M
X

Por consiguiente. ia serie Z{—i)“”an converge ai valor S, donde 0 < § < g,

n=i

405




CALCULO 111

) ) ) - 1)n+1
Ejemplo 54.- Determine si la serie alternada Z (—— es convergente o
n

n=1
divergente.
Solucién
Para la serie, se tiene
1 1 1
Qn ::l’—l', Anyy = n+ 1 Y Quer < an,Vn eEN y h_’n(}oaz 0

_1)71-!-1
Por tanto, por el teorema de Leibniz la serie Z ————— es convergente.
n

n=1
' +2
Ejemplo 55.- Determine si la serie Z(—-l)" T T es convergente o
n=1 - ’
divergente.
Solucion
Para la serie. se tiene
n+2 n+3 Aniq
W=D M T i Dt o, VRENY
. . n+2
= D

Por lo tanto, la serie dada es convergente.

Ejemplo 56.- Determine si las siguientes series convergen o divergen.

571 + 21 -
a) Z( 1)n+1 (6,”2 - 4) b) Z(_1)n+1nae n3
n=2

Solucnon
a) En muchos casos es muy util la derivada para probar que a; = a, .1, ¥n € N
En este caso. se tiene

) S5x + 2 Frip —30x% — 24x — 20 0 Vx> 1
X) =, x) = = <0,vx =
A px?—4" 7 " / (6x? — 4)?
. 5n+ 2 5 . ,
Luego, f(n) =a, = PR es una funcion decreciente. esto es,
- Sn+2
> G2 1y i an = lim 2o =
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SUCESIONES Y SERIES
Por tanto, por el teorema de Leibniz la serie dada es convergente.
~ .y 3 43 .
b) Para la funcién f(x) = x3e™*"_ se tiene

Fl(x) =3x%e (1 - x%) < 0,vx > 2
Luego f(n) = nle™"

v lim a, =
n—<4oe

——

es una funcion decreciente. esto es. @, > @,,,.Yn = 2
lim nie™™ =90
o

Por consiguiente, por el teorema de Leibniz la serie dada es convergente.

Definicion 13.- Se dice que la serie Z a, es absolutamente convergente si la
serie

n=1

gk

iG, es convergente.

3

. .2
Ejemplo 57.- Determine si la serie Z(~ '™ — es absolutamente
convergente.

n=7
Solucion

2
La serie Z }(?—1)"+1 7

n=1

5

Lo
— =2 Z (5) es una serie geométrica
n=1i n=1

convergente. Luego. la serie dada es absolutamente convergente,

Definicion 14.- .Una serie que es convergente,
convergente. se denomina condicionalmente convergente.

pero no absolutamente

%

Ejemplo 58.- Determine si la serie Z(-l)ni es absolutamente convergente
n=3 .
o condicionalmenhte convergente.
Solucidn
— 1 e 1
Como la serie Z (=1 —! = Z -
n-Lh N n

— es una serie armonica divergente, v por
n=

el teorema de Leibniz, la serie Z {—1)"— es convergente. entonces la serie
; n

n=1%
dada es condicionalmente convergente.

3

AN
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Teorema 20.- Toda serie absolutamente convergente es convergente, ademas,
una serie es absolutamente convergente si y solo si, la serie formada con sus
términos positivos v la serie formada con sus términos negativos son ambos
convergentes.

La demostracion se deja al lector.

10 sen (%E)
Ejemplo 59.- Determine si la serie Z ———~n—1-1— es convergente o
=1
divergente.
Solucién
Los primeros términos de la serie son positivos. el sexto es cero. los cinco
siguientes negativos. etc. Puesto que

- 10 10sen ( ) 10 10 sen

—1<<en(—,—)s om0 m——————'———
6 nlt nil nil i1 | = pis

] !

. ) 10 o
v la serie dominante —7 ¢S convergente. entonces por el criterio de
i o
n=a

comparacion. la serie dada es absolutamente convergente. Por tanto. la serie dada
s convergente.

Ejemplo 60.- Determine ia convergencia o divergencia de a serie
X

N i e an Y

P =114 4 rant —1

L \n/;

[Se————

n=a
Solucion
Por ei criterio dei n-€s1mo i€rmino ae ja serie. se ilene Jue ia serie

%‘ n N , :/1“‘\‘ TR
2 (i—1) l4 + tan\ }Jf = Z \\4 + tan l-r—z” es divergente, pues

n=e n=a

1y
im @, = lim (4-rtan(n))=4:()

n— e Rl e SN

serie dad

I
oy
4
g

Ademas. esta serie no satisface el teorema de Leibniz. Por 1antc. .a
divergenie. ‘




. SUCESIONES Y SERIES
CRITERIO DE LA RAZON ABSOLUTA

[v0)

Teorema 21.- Sea z a,, una serie infinita para la cual a,, # 0,vn € N
n=1

an+1

a,

i) Sir < 1, la serie es convergente.

y supongamos que lim = r. Entonces:

n—o

An+1

ii) Sir > 1, la serie es divergente o si lim = oo tambien diverge.

n-— % a‘!l

iii) Si r = 1, nada se puede concluir acerca de la convergencia.

Demostracién. Se deja al lector.

el

(=1)"n
Ejemplo 61.- Pruebe la convergencia de la serie z _—
bn
n=1
Solucién
Para la serie, se tiene
(=1)""'n (-D"(n+1)
n = 5n o Une1 = SN+l Y
Gy ﬁ(*"l)n rfrtalf a+1 1
lim | \:iixﬂ el = Jlim —— =<1
[N
Py 5t

Por tanto, por ei criterio de ja razon absoiura la serie dada es convergente.

20
n

Ejemplo 62.- Determine si la serie Z(—l)"*1 ET es convergente o divergente.
e n!

Solucion

Para la serie, se tiene

7 fon o AN+
.n n+1)
— n+l — 2N T
a?’t - (_1) —_!" an-.—l - \‘_1) ‘ ¢ R }'
n. n—r 1)
i Y A
 {Gpeqd . O Und - )
Iim f=1lm ——————=lim =e >1
n—eo | Qg | Lo n-+ i;n* =00

Por consiguiente, por el criterio de la razon la serie es divergente.

Ejemplo 63.- Determine si la serie converge o diverge

S
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Solucién
Al aplicar el criterio de la razon, se tiene

i Yn+1 (n+8) I 3in+1 (n+8) 1

= [im —_— ]| = lim =
n-w |\ n+9 ¥n no n n+9

Luego. por el criterio de la razon no se puede concluir nada acerca de la
convergencia de la serie.

An+1
An

lim

n—00

3 —

se obtiene

Ahora, al considerar f(x) = .
8 —2x
3x23(x + 8)*

+8

<0,Vx =5

flix) =

3

Asi, f(n) = g Gnesuna funcién decreciente y a,, > 0,44, Vn 25

Ademas, por la regla de L’Hospital se obtiene
. B I |
lim a, = lim == lim —5=—=—=0
neroe n—+w 7 + n—«-mg\/’n

L8]

Por tanto, por el teorema de Leibniz, la serie dada es convergente.

EJERCICIOS
En los siguientes ejercicios determine si la serie alternada dada es convergente o
divergente o condicionalmente convergente.

1 1 H 1 1
ity e e d i JELE convergente
1.2 23 3. 5 36
b 1 1 i R
2 et — convergente
242 3432 4v4 5VE oveE
.. 2 3 4 =
Bl-t o mg o convergenie
2t 2 g :
L 2 3 & .
4o I TRl R T condicionaimente convergenie
i Pl 1 z )
- ‘:‘ n ~ - s qynes [Ty
5. 2 (=1)"— convergente 0. ) (—1)""rsen | —)
Y Inn \n
n=2 n=1i

x

= n? ) i
.Z(—l)"“r—lg-_—z- converge: C.integral 8. E (—1n*?
T

n=1 n=%

X

~J

nn
= converge
ne

-

X —_—
\ e R i : Vn i
9. / (=17 — diverge: C.coctente 20, ) (—21)" ——— conc. converg.
- 414 SN — 2
=T
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diverge: C.coc.

11. Z( 1)"“——— converge: C.coc. 12. Z( 1)’“rl

n=2

Inn)?

S o o (—5)"
13. Z diverg.: C.coc. 14.2 e abs.conv.: C.coc.

n= 1
( l)n 1 . 2( 1)n«1(n+1)
15 Z 13.5..(2n - ) converg.: C.coc. 16. I cond.conv.
S (—1)"2.4.6.. (2n) Z( 1)1 (n1)22n
7 147 @n=2) e 18. G Ceoe.
n=
- ~D)"6n? —9n+ 4 1)+ i1
19.2( )"(6n” —9n +4) ZO‘Z( )+ In(n + 1)
ne n+1
n=1

cond. Converg., descomponer en sumas  cond. Converg. C. integral

nin o (—DMn+1)
21. ) (1) 2 5 abs.conv. C.razén ZZ.Z —— cond.conv.
2 —(n+Dvn+1-1

o0

n=1
> on+ 1\ = 14.7 ..(3n - 2)
DY 24.2 -t
23 Z( v (3n+1) R X TS
n=1 W=l
Abs. convergente: C. raiz diverge: C. razon
B NI () " sen (na)
ZD'Z(‘ 1) % an }(,01]\/“10 ZGZW converge
n=3 n=1
= 1.3.5 .. (Zn — 1H?
27, Z (—1)" (W) convergente: C.razon
n=3%
28 S ' 1'"(2n+100)n : Craf 29i 1”1(1 1)
(-1 a1 ) conv.:Craiz . (1) cos
n=1 =

o0

—1)*
30.2 ——(——}-——— cond.convergente 2™ + 27" < 2e™
-~ in(e™ + e} '

. < (D" ” 1 P
Lnin+1) sonverge o n*(n+1) " ninin
n=1
(__1)72 3/7 , n-rip—x
—————— conv. C.razoén 33. Z(—U" {‘ —dx conv.c.razon
{n+ 1) x
n=%
- 1
34,2 sen (Inn) divergente 35. Z(-l)” (J’L — nsen (i}i}
n=1 n=1i
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S 15 1 1
36.5_‘ In (n sen -—) conv. nsen — < 1, entonces In (n sen —~) <0
o n n \ n

- 1
5 _1\n . -C1
37. E (—=1)™arctan (2n+ 1) convergente: C.integral

n=1
oo

s
38. Z(—l)" (E — arctan(ln n)) condicionalmente convergente

n=1

0.3 corle-(1+3)
4012(_ n(n 1 nzn

n
condicionalmente convergente

1\3/2 1 1
41. Z ksen convergente sen - < ~ criterio de comparacion
o 1
sen (;l—) 1 1 sen (E) 1
42.2 ——> convergente sen — < —, entonces ——— =< —
n n-n n n
n=1
= 2 1—-nsen (—)
43. (\1 - cos( )) converge 44‘2 " converge
n=1i n:l
< Z( 1)kk77fc-m 46 Z (__1)1(
‘ . converge
, converge L Kinek converg
=% ) k=2
S eos(3n) S
47. » ——=—= converge 48, » (=1)"R3Y" diverge
Z... o ge ) 1y g

\XJ

=
B

49, Z -1 tan — cond.convergente. C.comparacion en el limite

)n'v-x ) ("1)(]“ n}l()(/
o0 Z 1000m 7 tos dveree Z ni/z
(__1)111-1“/’;{ o
52. Tons 1 condicionalmente convergente
n=1
— (— D" YR F 1 - Vi) VnEi-Vn 1
53.Z conv. - <
, n n 2n3/?
n=1

412



SUCESIONES Y SERIES
7.5 SERIES DE POTENCIAS

Definicion 15.- Una serie infinita de la forma
o
Z Qx = ay + a3 x + ax? + -+ apxt + -
x=0 '
se denomina serie de potencias en x. donde x es una variable. Una serie de
potencias en x es lo andlogo para series infinitas de lo que es un polinomio en x.
En general. una serie infinita de la forma
oo
Z ap(x =) =ay+a,(x—c)+a,(x—c)+ -+ ap(x — )k +
k=0
recibe el nombre de serie de potencias en.(x — ¢) o centrada en ¢.

7

[va)

Teorema 22.- Si la serie de potencias Z a,x* es convergente para x; = 0,
k=0

Entonces es convergente para todo numero x. tal que {x| < {x;!

Demastracion.

X .
Como Ja serie z a, Xi es convergente. entonces lim a,(x,)" =0
R
n=0
Luego, para & = 1 > 0,3N > 0. tal que |a, x| < 1.siempre que n. = N
Ahora. si x ¢s cualquier niimero tal que |x| < |x,]. entonces

! vn;
QX = }anx,L

i

X
. . x [ j X E'
Como larazonr = \J““‘ < 1, 2ntonces ia serie i——‘ <5 convergente.
et |

b=

X
uego. por el criterio de comparacion. ia serie Z la,x™l es absoluramente
convergente para |x! < lxqi.

Por tanto. la serie ? a,x™ es convergente para x, tal que jx} < lx|
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©

Corolario 1.- Si la serie de potencias Z a,x™ diverge para un numero x,,
k=0

entonces diverge para todo namero x, tal que |x| > |x,].

[e<]

Teorema 23.- Sea Z a,x™ una serie de potencias.

n=0

Entonces. exactamente una de las siguientes alternativas se cumple:

i) La serie converge solamente para x = 0

11) La serie es absolutamente convergente para todos los valores de x.

iii) Existe un nimero r > 0 tal que la serie es absolutamente convergente para

todo x para el cual |x| < ry diverge si |x| > r.

Demostracion.

X
3 Six = U, entonces Z anx" =g + 0+ -0+ - es convergente.

1) Supongamos que la serie dada es convergente para x = x;. donde x, = C.
entonces le serie es absolutamente convergente. Yx tal que ixi < jxy|. Ahora.
si no existe ningun valor de x para ei cual la serie dada es divergenie. podemos
conciuir que la serie es absolutamente convergente para todo x real.

1) St ia serie dada es convergente para x = x,, donde x; = Uy es divergente pare

x = x,. donde ix,! > Ix;j: entonces. por el teorema anterior la serie cos
divergente para todo x para el cual x| > |x,i.

Luego. (x,; 5 ia cota superior del conjunto de valores de x| para 2! cual e
serie es absolutamente convergente.

Por @anto. por el axioma de compigtez <sie CONJUNIc de NUMEros reaies ene
Una minima coia superior r. (al que para 0o x para ¢l cual ) < r. g sere s
absoiutamente convergenie.

En general. se tene <l sigulenie teorema:
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st

o

Teorema 24.- Dada la serie de potencias Z ap(x—c)*

n=0
Entonces. exactamente una de las siguientes alternativas se verifica:
i) La serie solamente converge para x = ¢
ii) La serie converge Vx € R

iii) Existe un numero r > 0, tal que la serie converge Vx para los cuales
[x —cl < rydiverge Vx parael cual [x — ¢| > r

El valor de r se denomina radio de convergencia de la serie de potencias. Luego.
los intervalos de convergencia de la serie de potencias sera uno de los siguientes
intervalos:

a)l ={(c—ric+r) byl =¢c—ric+r]

ol =lc—ric+r) A} =[c—r;c+7]

i oo

|

I Teorema 25.- Si para una serie de potencias Z a,(x —c)" setiene
i n=0

| a, .

! lim | nil

| n—oo | Iy

!=M(OSM<00),

| entonces el rad‘o de convergencia de la serie de potencias s

r:v,donder=05é11/l=ac'yr=7: st M =0 |
W

Ejemplo 64.- Encuentre 2! intervalo de convergencia de cada una de las
siguientes series de potencias.

o0 > n el 5 .
I N . AN D Yt
a; L‘(“I)p X o}] Il C) nx )L\”&) — X

n=aj n=u © n=0 n=0 el
- x37 1 (x=2) (x—2)* (x —2)"
e>7(~1)"—— ) 5+ Lyl ,) +~--+£—,~——,2v+~--
Y n! 3 36 243 3nn¢
=0
Solucion

a) Dado que a,, = (—1" v lim

n—00

1 = M, entonces ¢l radio de

convergencia de la serie £s r = — = 1. Como la serie esta centradaenx = 0
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entonces es convergente para x tal que [x?]<1=R & —1<x<1. Por
tanto, el intervalo de convergencia de las series es [ = (1; 1).

1
b) Para a,, = ——, se tiene
n 3n+1
n+1
lim nt1] _ lim 3—-— ! =M
n-+oo | a, n-+00 3N+2 3

1
Luego, el radio de convergencia de la seric esr = o 3. Ademas, la serie

diverge para x = —3y x = 3. Por tanto, el intervalo de convergencia de la
seriees [ = (—3; 3).
n+1 . n+1 .
¢) Sea a, = n, entonces lim = lim = 1= M. Luego, la serie es
n—+rs an n-—)fi-t n

convergente paratodox € [ = (—1;1).

se tiene

(—1)™12M (0 4+ 3)(n + 1)
(—1)"2"(n + 2)?

n+2
= (=2)"
d) Paraa, = ( )n+1'

lim

n—-+o

= lim =2=M

n->+co

an
. . . . 1 1
Asi, el radio de convergencia de la serie es 7 = v En los extremos del

intervalo las series

(=3 Y i) - peot
(==Y corii(- )"-—iz:zi

n=0
divergen. Por tanto, el intervalo de convergencia de la serie dada es
1= 1 1) '
Y22
Dad 1y 2 im lim ——=0
e) Dadoquea, = (-1)"— = lim ———= lim ——=
) que an = (1) Y it an noteo (N4 1)1 noteon +1
1 1
entonces el intervalo de convergencias de la serie es r = i) = o0
_ Por tanto, la serie converge ¥x € R.
1
f) Al hacer a, = T2’ se obtiene
T T 3mp? 1
lim /= lim ————————=~=M
no+oo | a, no+o0 31 (n 4 1)2 3

Luego, el radio de convergencia de la serie es
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1
r =7 = 3. Asi. laserie converge si|x - 2 <3 = -1<x <5

En los extremos del intervalo (x = —1 y x = 5) las series resultantes son,
respectivamente
o [ed]
a1 1
=D — ¥ )73 due son convergentes,
n=0 n=0

Por tanto. el intervalo de convergencia de la seriees I = [—1; 5]

Ejemplo 65.- Determine el intervalo de convergencxa de las series

Inn (64)"(x — 5)3" x+3
m}} -t (69" (x=5) b)zx >'~
27"n3 x+2/ n*
Solucmn '
) nog DM (64)"
a) Dado que a, = (—1) W Yy
o Gnag] n?(27)" In(n + 1) (64)™** 64
Hm = i =—=M
Amseo | @, | neto (N4 D3IRH L inn(64)" 27
entonces ¢i radio de convergencia es
1 7
r= i 7k Como la serie esta centrada en x =5, la serie converge Vx ,
27 17 23
tal que |(x — 5)° ]<——— = —L—}—<x<—4—
N . 17 23 . ‘
Se comprueba facilmente que para x = i x= 7 las series resultantes

17 23
convergen. Por tanto. el intervalo de convergencia de la serie es | = [_Z ; T}
X+ 3\"

,
P 2) .— y utilizar el criterio de la razon, se obtiene
' n

b) Al hacer b,, = (

x+3 n* i

x+2 (n+1)%

x+3

\x + 2!

bnvl

lim

-0

m
n—+00

n

x + 3 5

Luego, la serie es convergente si ﬁ g <lexr<—--
g g ix + 2 2

5 . ] 1
Enx = — 3 la serie resultante Z(—l}“ vl convergente

n=1i

Por tanto, el intervalo de convergencia de la serie es | = (—o0; — i—ﬁ
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potencias dadas.

i x2n—1 had ann
_ n+t __ "~ A
1. EO( R e TR A 2.2 e
n=

B.Zn!x" R.0
SZ( 1)n+n

7. Z(senh 2n)x™ R.(—

CALCULO 111
EJERCICIOS

I.-En los siguientes ejercicios encuentre el intervalo de convergencia de la serie de

42( D" Ty 1)32n_ R.(=9;9]

S (—1)"1.3.5 ... (2n — 1)x2n+

2.46...

S Ink (x — 5)F
1°-Z—k+—r‘“

=1

12, i n"(x — 3)"

vl X" )
R.(0; 2] 6.2 e R.{—e;e)
n=1
1’ hind ( 1)n+1xn
—-, . ——— A-1;1
e? ez) 8 Z n(lnn)? R ]
n=2
R.[-1;1]

) — n 11
R.[4;6) 11.2-'—x” R.(——;=)
L n! e'e

0y T

R.(1; +o0)

R.(3; +0} U {—ox; 1)

R.{e;o0} Sug. Serie p conv.si Inx > 1

/ \ r X ax2r“
R.{—o0; +0) Sug. ,2 sen V—*)! < f o
R.A0; +o0)
716 14
R —i+opU{—o;—)
L3 3
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® n 2n-1
n e
19,Z(Zn+1) X" R.(—4;4) 20.
n=1 n=1

- (n+c)! o
L Zn'(n-%-d)'

23, Z 3712Xn2
n=90

24.2 ™ R.(~1;1)
25. Z ni(x +3)" Rx=-3

(x = 1)F
(k + Din2(k + 1)

[\S)
=

8 ng ?Ms i

29, (1+1) (x—1)n
2n — 1)"(x + 1)
30. e
n=1
o YRRz
31.2(—1)n n”+ = (- 2)"
n=0
L, G- 20 =3)"

(n+ 1)Z 27+

n=0
Z D" -=3)"
'n_ Cn+DVn+1
( 1)TL TL
34 Z n-+ 1

_—1yn+1 n
35.2( DM Hx +4)

3nn2

zz.z
n=2

R.

Sug. lim

n-co

an+1} _
an

G 1,
n?+n "3
n3tlnn R=22)
(—%;%)
lim |x|™™

n—co

26 ZM R.(~e—3;e—3)

(x —3)°"

~2:0] 282
n+

419
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. i (=™ () (x — 2)"

27 (2n)! R-(~6:10)

TL
- D™ 1n' X" ot 4>
Z 135.. (Zn—-l) (=3i3
28 Z(~1)k‘1lnk2"x" r { 33
L 3k)? ' ’E'E]

I1.-En cada uno de los siguientes ejercicios, determine el radio de convergencia de
las series de potencias dadas.

X" : c x™"
S Rpr=2 2.2—-—-——— r=2
120211 4 mruz BT
n= n=
(X+3)n ( 1)712271 2n 1
~ Y pr=2 Rr==
Ot 12" " Z =3
n=

= 1 nlx™
S.Z[l —(=2)"]x" R.r= 5 6. Z =e
n=1

o (~ D (x + DT

7. ———F——— Rr=1 SZa x"0<a<lRr=+wx
: n?+1
n=
o0 (n!)z - . 3\/“ n 1
— X =
(2n)!
=1

mn
11i<1.3.5...(2n—1)>3 R 122(“1)" w gyl
: 246..(zn) ) F 07T L\ T xRTE
n=

n=1

13.Z[sen(an)]x”,a >0 Rr=+wsia=kn,k€Z,r=1sia+ kn

n=0

6" (x + 7)™ 4
14. Hn =
Z( " Gey - BTEg

n=1

4’0
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OPERACIONES CON SERIES DE POTENCIAS

[bd}

De la seccion anterior, se vio que cada serie de potencias Z an(x — c)™ define

n=0
una funcién f cuya regla de correspondencia esta dada por

b4

F&) =) anx o

n=0

y su dominio es el intervalo de convergencia de la serie.

Teorema 26.- Si
oo
flx) = Z ap(x—c)'=ag+a;(x —c)+a,(x—c)* +az(x —c)¥ + -
n=0
es una serie de potencias. cuyo radio de convergencia r es no nulo. entonces en
el intervalo /| = (¢ — r; ¢ + r} se verifica:
a) La funcion f es diferenciable y

0

f'x) = Z na,(x — )" * = a; + 2a,(x — ¢) + 3az(x — ¢)? + -
n=j .
b) La funcion f es integrable y

- : NI n _ N dn _ eyt _
jof(t)dt—;ian(t—c) dt--nZ0 (x—e)"tjx—cj<r

n+1

L ¢) F(x) ¥ F™(x) son continuas para todo n € N.

>4

Ejemplo 66.- La serie de potencias Z x™ es convergente para |x] < 1, pues
' n=0

es una serie geomeétrica y su suma es
W

1
Zx"-—-1+x+x2+x3+~-»+x"+---=-£——;,siix!<l
n=0

Cuando se reemplaza en esta serie x por - x, se tiene

9B
Z(-x)"z 1—x+x2=x3+ -+ (D" 4+ = ,sifxl <1

n=0
v si se reemplaza en la serie dada x por x?, se obtiene

1+x
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[be}

1
zx2n=1+x2+x4+...+x2"+...= s [x] <1
1—x?

n=0
De la misma manera, si se reemplaza en la serie dada x por —x?2, resulta

= . 1
Z(—l)”xz" =1=-x24x*—xb .+ (D"t = Tia2 Jxl <1
n=0

. x3 x5 X7 )
Ejemplo 67.- Muestre que arctanx = x — T + T T st x] <1
Soluciéon
De la serie del ejemplo 66, se tiene

1
e —xt+xt—xC e (D)™ 4 si ] <
Al integrar esta serie término a término, se tiene
x 1 x3 xS x7
— s =arctanx =x— 4 +-—— 4+
fo 1+¢2 35 7

PN
Ejemplo 68.- Aproxime arctan (E) hasta el tercer lugar decimal

Solucion
J B
Del ejemplo 67, arctanx = x — 3 + T 7 + -+, Entonces

P

. (1)__1 1(1)3+1(1 > 1(1\7_0463
aeaiz) 7273\ 52) 7\z) =0

1
Ejempio 69.- Obtenga una representacion en serie de potencias de m
Solucion
Del ejempio 66, se tiene

1 .
f(x;=m=1+x+x2+---+x“+-~-,siixﬂ<]L

f'lx) =

1
(1—__—;)—2-=l+2x+--~+nx"'1+---,sikxﬁ< 1
2 3

o X" xt x x™*
i X = — =14 ST TR TSR S
Ejemplo 70.- Demuestre que e* = Z i 1+x+ CTIET ek il

n=0
Soiucién

X
" . . . . .
Sea f(x) = z L donde su dominio es el intervalo de convergencia (—oo; 400}
Lt y
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oo}

n-1 n-1 2.0
n=1

n=1 n=0

Ejemplo 71.- Encuentre una representacion en serie de potencia de e ™
Solucion
En el ejemplo 70, al hacer el cambio de x por - x, se obtiene

x? X3 -

x4 o
e =1 x+2! 3!+ + i

x4 VxER

x
Ejemplo 72.- Encuentre una representacion en serie de potencias de f e tde
0
Solucion

o (— 1)
Se tiene que e™* = 2 (——%——-,Vx € R. Al reemplazar x por t%, resulta

n=0
2 2 t* o n2”
e =1-t +2—!——3—!—+~~-+(—-1) _r;'_+
Luego,

X 3 5 7 n,2n+1
_e2 X X X (-DH"x
etdt=x~—4+-——c=+ - F———

]0 3 215 317 nl2n+1)

Ejemplo 73.- Obtenga una representacion en serie de potencias de In(1 + x)
Solucion

1
Seaf(t)=m=1—t+cz~t3+---+(—1)”t”+~-,si|t|<1

Luego, por el teorema 26 ¢) se obtiene

*odt x?  x3  x* n+1

=14 X)) =X~ = F == — et (=17
LTy A =xo gty et et (5D

+-,six] <1
n+1 I

1/2
Ejemplo. 74.- Calcule aprox. con tres cifras decimales el valor de f e tde
0

Solucién
Del ejemplo 72, se tiene

j’l/z“‘zdt“1 1+1 1 +
. ¢ T 27247320 5376

=0,5-0,04117 4+ 0,0031 - 0,0002 + --- = 0,4614
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Teorema 27.- Dadas las series de potencias

flx) = Z ax® y gl = Z b,x™ , se verifica:
n=0 n=0
DI =) anes™ i) fG) £ g(x) = ) (an +b)x"
n=0 n=0

n

i) f(x). gx) = Z cpx™ ,dondec, = Z aib,_;

n=0 i=0

Ejemplo 75.- Encuentre una serie de potenCLas de x que sea convergente a la
In(1+x)
1+ x2
Solucion

funcién

Las series potencias de las funciones f(x) = In(1 +x) y g(x) = 1—;}—;2— son
respectivamente
B xt x3 x* ‘
In(1+x) = X”"2”+—3-‘——4T+"' y m
Luego. al multiplicar estas series. se obtiene
In(1 + x) x* 2 . ox* 13x°

2 T T3 T

=1-x%+x*—xb+-

L sijxl <2

EJERCICIOS

1.- En cada uno de los siguientes ejercicios. encuentre una serie de potencias de x
gue converja a la funcién dada y determine el radio de convergencia.

4

H 1 X 2
a T3 R.=(2+23x + 3.4x° +4.5x° + -}
\l_X) 2
b, 5% Rl—ytX x* 13, 13-
. Ad-x+———+=x*—=x
14 x pA 2 24 24
x* 5x% .
C. secx R 1«.——;—6———2——-:‘-~--.(used1v1s.)
§ — Ro1—xt—x®+xd+ 2% -8 —x" +
1—x+x?
A x? . X In(1 + x)

G-00C 75 Y (l-x)? ¥ 2+x
2.- En los siguientes ejercicios. se define una funcién f por una serie de poiencias.
Encuentre ¢! dominio de f.
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w10 =35 b 1=
n=1 n=1
b (—1 n,2n-1 o - 1"
o p =y d. f() = Z »
n=1 n=1

3.- En los siguientes ejercicios calcule el valor de la integral dada con 4 decimales
de aproximacién,

1
a. f e dx R. 0,7468
0
1/4 arctan x )
b. f g(x)dx ,donde g(x) = {“ PR R. 0,2483
0 1, x=10
1 e* — i ‘
c. }f f(x)dx ,donde f(x) :——; PRI 0 R. 1,3179
G

vod, osix=90

7.6. SERIES DE TAYLOR Y MACLAURIN

Una funcién definida por una serie de potencias posee derivadas de todos los
ordenes que se pueden obtener al derivar la serie de.potencias término a término
de acuerdo al teorema 26 a).

[
Sif(x) = Z a{x — c)*,¥x € (c —r;c +r), donde r es el radio de
k=0
convergencia, entonces resulta
21
F1ix) = Z kg (x — ) F"m = Z k(k = Dug(x — ©)%2, en general
k=1

‘\“Y\‘

x
W) = Y ek = 1)l =+ Dyl - N vx e e e+ 1)

La funcion f v sus derivadas tienen todas el mismo radio de convergencia de

acuerdo con el teorema de derivadas de series. Al evaluar la funcidn f v sus
derivadas en el numero c, se obtiene

f(c) =ay, f'(c)=a,, f"(c)=2a,yengeneral f™M(c)=nla,

f {n) C)
para cada entero positive n y la serie de potencias que

Asi, q, =

representa a f esta dada por
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1 ) — )"
£ = F@ + P~ 0+ 15D ey LT

_ Zﬂ“)(c)(x o)
!

n=0

Definicion 16.- La serie de potencias que representa a la funcion f dada por

1 (n) —c\"
fO) = £(©) + f1(e)(x =) +u—)< o) + +f—Q?EL“‘)‘+

se denomina desarrollo de f en serie de Taylor alrededor de x = c.

Definicion 17.- Si ¢ = 0, se obtiene el desarrollo de f en serie de Maclaurin
alrededor de ¢ = 0, esto es,

" n) n = (n) n
MORSVLICTS 0

n! n!

fOo) =f(0)+ f(0)x +——
n=0
Ejemplo 76.- Encuentre la serie de Maclaurin para f(x) = e*
Solucion
Las derivadas sucesivas de f(x) y sus valores en x = 0 son
flx) =e" fO) =1
fix) =¢e” fO)=1

fO) =e*  f™0)=1
Por tanto, la serie de Maclaurin de f(x) = e* es

1" (n) O
fx) = f(0) + f'(0)x +f () +...+f_(_2xn

n!

x*  x® x”  xn
X_1+X+“‘“+—3—‘+ +'—+ ;l—'
n=0 ’

Ejemplo 77.- Determine la serie de Maclaurin para f(x) = sen x
Solucién
Las derivadas sucesivas de f(x) y sus valores en x = 0 son
f(x) =senx f(0)y=0

f'(x) =cosx =1

f'(x)=—senx f"(0)=0

f®(x) = —cosx F@0) = -1

f®(x) =senx @0 =0

f®(x) = cosx F&0) =1
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Por consiguiente, el desarrollo de f(x) = sen x en serie de Maclaurin es
x3 x5 x 2+

f(x)~senx——x——§T+—5-'--——+ Z( )"(2n+1)'

Ejemplo 78.- Encuentre el desarrollo de f(x) = Inx en serie de Taylor alrededor
dex =1

Solucién
Las derivadas sucesivas de f(x) y sus valores en x = 1 son

f(x)=Inx fA)=0

1 A
HOES £ =1
1 ;
[ === £y =-
2
fO0) =3 Q) =2

n!
fMx) = (=D" e fW@) = (=1t
Luego, el desarrollo de f(x) = Inx en serie de Taylor alrededor de x = 1 es

—1)2 _1)\3 _a\n
fG) =1“x=(x—1)‘(x 21) +(x 31) —--.+(-1)”H'(x nl)*+

St

n

n=1
Esta serie converge Vx € (0; 2] y diverge para x > 2.

Ejemplo 79.- Encuentre el desarrollo de f(x) =cosx en serie de Taylor
alrededor de x = m.

Solucion
Las derivadas sucesivas de f(x) y sus valores en x = 1 son
f(x) = cosx f@@) =—
f'(x) = —senx f'(m) =0
f'(x) =—cosx f'(m) =1
O (x) = senx @ =0
F® () = cos x fOm) = -
Por tanto, el desarrollo de f(x) = cos x en serie de Taylor alrededor de x = 7 es
_ L a-m @-n s =M
f) =14 ——Fr— ==+ + (-1 ) + o
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> ( )271
. X—1
fe = Y (-
e (2n)!
La serie converge Vx € R.

Ejemplo 80.- Encuentre la serie de Maclaurin para f(x) = e’ v especifique el
intervalo de convergencia.

Solucion

La serie de Maclaurin de g(x) = e* encontrada en el ejemplo 76 es

_ _ 2 x3 % o xh
glx) =e* 1+x+—+—3;+ +~—+ "y
n=0

Al sustituir x por x* en la serie de e*. se obtiene la serie de Maclaurin para
. N XZ .
f(x)=e* .estoes

4 & x2n

X
f)=gxH=1+x* M TRETR +

El intervalo de convergencia de la serie es | = {—0; +-00)

Ejemplo 81.- Determine la serie de Maclaurin para f(x) = cos®x
Solucién
Las derivadas sucesivas de g{x) = cos x v sus valores en x = 0 sor.

gix) = cosx 710 =1
g'(x) = —senx J0y =10
J"(x) = —cosx 570 = -1
73 (x) =sen x g3 )y =0
g\ (xj = cosx 29(0) =1
Por consiguiente. el desarroflo de g(x) = cos x en serie de Maclaurin es
oG >
( ) 1 XZ +X4 x6 N xB Z( )n An
x)=cosx=1——+———+— -
gt 2@ e e 2n)!
n=u
. U 5 1+cos(2x) 1 1 o ’ o
Como f{x} = cos*x = ————— = = + =cos{Zx}, en1onces ai susiituir x
L VA <

por 2z en ia serie de €05 x resuita

flx) =

Ejemplo 82.- Determine i desarrolic de f{x) = cos{¥x —3) ¢n sene Je
potencias en torno a x = 3. '

Solucién

Al sustituir x por x — 3 en la serie de Maciaurin de cos x. se tiene
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(x-3) (x-3)* (x=3)° (x-3)°
20 tTa e e T
Luego, al reemplazar x — 3 por vx — 3 en esta serie se obtiene

-3 -3 2 -3 3 . 4
f(x)=cos(\/)<_—§)=1—x2! +(x 4!) & 6!) +(x 8!3) -

La serie converge para todo x > 3.

cos(x —3)=1-

Ejemplo 83.- Encuentre la serie de Maclaurin para f(x) = (1 + x)%, donde a es
un numero arbitrario y halle su radio de convergencia.

Solucién ‘

Las derivadas sucesivas de f(x) y sus valores en x = 0 son
f) =1 +x)* fO) =1
f'e) =a(l-x)*" f'@®=a

fre) =al@-1(+x)7? f'(0) =a(a—-1)

%) =aa-1)..(a=n+1)A+x)*™"
fMW0)=ala-1)..(a—n+1)
Por tanto, la serie de Maclaurin para esta funcion lamada serie binomial esta dada
por

a(a — x? ala—1)..(a—n+ Dx"
+ot +
2! n!
Para encontrar el radio de convergencia, se aplica el criterio de la razon, esto es

f)=0+x)*=1+ax+

Ansq

an

lim

n-+oo

Jim )2;’1‘} x| = Ix|

Ahora, la serie es convergente si |x| < 1y divergente si |x| > 1. Luego, su radio
de convergenciaes r = 1.

Ejemplo 84.- Halle la serie de Maclaurin para f(x) = V1 + x = (1 + x)'/2
Solucion

1
Al sustituira = 5 en la serie binomial, se obtiene

FO) = (1 +x2

171 1/1 1
1 s(5-1 s(5-1)(5-n+1
=1+_x+_2_(2___)x2+...+2(2 ) (2 )xn,;...‘
2 2! n!
1 x? (—=1)™11(3) ... (2n — 3)
R R TR 2! XA
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1 Z (-D*11(3) ...|12n — 3|x"
n=1

S ,Silxl <1

Ejemplo 85.- Halle la serie de potencias para f(x) = In(x + v1 + x2) en torno a
x=0.
Solucion

. 1
Para la funcion f(x) = In(x + ¥ 1 + x?), se tiene f'(x) = ﬁ
+ x

Asi, para encontrar la serie de potencias de f, solo es necesario encontrar la serie
de potencias para f'(x) = (1 + x2)7"/? ¢ integrar término a término.

Al sustituira = -5 x por x2 en la serie binomial, se tiene
1 1(3) (-D"1(3)...2n - 1)
-1/2 — 2 2
1+x)V2=1- TR TET xt— ot S X2+

six? <1
Por tanto, al integrar término a término se obtiene

* 1
f(x):1n(x+\/1+x2)=f Wdt
0

s (=1)™1(3) .. (2n - 1)
= oyt ez Tt T ren s o

2n+l .

Ejemplo 86.- Encuentre la serie de potencias para f(x) = arcsen x en potencias
de x y determine su radio de convergencia.
Solucion

| .y - . I _ 1 . 2 _-1/2
Para la funcion f(x) = arcsen x, se tiene que f'(x) ———m = (1 —x%)
La serie binomial para f’(x) es
fle)=(Q1-x)"1"=1+ x + 3 + 15x7
2 8 48
Luego, la serie de potencias de f(x) = arcsen x es

f(x) = arcsen x

+ st x| <1

—{x L - +x3+3 J N x| <1
e T T e Tat Ta3e” SLIX

El radio de convergencia de la serices r = 1.

430



SUCESIONES Y SERIES

EJERCICIOS
En cada uno de los siguientes ejercicios, encuentre la serie de potencias para las
funciones dadas y muestre su radio de convergencia.

C x—1"
1.In(x + 1) en serie de potencias de x — 1 R’.Z:(——l)""1 g———)— =1
n

n=1

2. +/x en potencias de x — 4

o (-1 1135 (2n — 3)(x — 4)"
246 ... (2n)4"

1
R. 2+Z(X—4)+2
n=2

) T
3.cosx en potencias de x — 3

Roy—aV3(x-2)-z(x-3) +1i2@(x_g)‘* 4o = oo

/' 1" 1 2x 2n
4.sen’x en potencias de x Z SN C)
/ (Zn)'
T 2" x — ~
5.tanx en potencias de x — 7 R. Z
. (x+ 1"
6.1nlx| en potencias de x + 1 R.—Z~T— ,r=1
2n+1
7.senh x en potencias de x Z Znt Dl
71-—-
8.cosh x en potencias de x (Zn)'
9 1—cosx encias d Z (=1)tix2n-t
. — — (x’
. en potencias de x ! T

10. 4x* — 15x% + 20x% — 10x + 14 en potenc1as de x+1
R.63—111(x + 1) + 89(x + 1)? — 31(x + 1) + 4(x + 1)*

11. sen?x en potencias de x 12 . 2% en potencias de x
3

13m en potencias de x RZ(1 + (_1)712n+1) X"

Sug. Descomponer en fracciones parciales

1 2 [ve] foe]
— — n _4\n9on,n
=13 1T % Zx +ZZ( D2t
x=0 n=0
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14. x3 — 2x? — 5x — 2 en potencias de x + 4
R.—=78+59(x +4) — 14(x +4)? + (x + 43, r=

1 o
15.; en potencias de x — 1 R. Z(——l)"(x -DN(0<x<2)

n=0Q
1

16.;;— en potencias de x + 1 R.Z(n +D(x+1D", (-2<x<0)
n=0

1

T e —— i
1 T —— en potencias de x + 4

R.) ™1 =3""1)(x+4)" (-6<x<-2)

yn=1¢a2n _ 1-

) (3 1) x2n+1

2n+ 1! ’

19.- Use la serie binomial para encontrar expansiones de las siguientes funciones
en potencias de x. Determine los radios de convergencia.

r=+4c

1 (-1
18.sen’x en potencias de x R—‘iz (
n=0

1 oo
& (1+x)? R.Z(—l)"(n +1x™, r=1

x , =0
b. jy=———— C. x+ 8

I—x?
' , 3 3.1.35..(2n - 5)x7"

d.x(4 =0 R.Bx - 3"+ Téxj e 23:1:-—13n'.’ ) r=4
. : o x* 13x® 135 .
T V16T x4 16" 2tz2368 3iz3le )T

o)

in(vt+ x% — x)

20.- Aproxime cada una de las siguientes integrales definidas con 4 cifras
decimales.

1/2 0.1
( sen (x®)dx R.0,0415 b. j‘ In(1 + sern x)dx R.0,0048
o

a.
Jo
o1 g‘l —-cosx
c. J g{x)dx , donde g(x) = Y AT ¢ R.02397
s & 0, six=0
1/4 1
d. Vxsenxdx R.0,0124 €. Jp senx®dx R.0,23385

0 L
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